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Fibrés principaux sur les corps valués henséliens

Ofer Gabber, Philippe Gille et Laurent Moret-Bailly

ABSTRACT

Let K be the field of fractions of a henselian valuation ring A. Assume that the
completion K is a separable extension of K. Let Y be a K-variety, let G be an algebraic
group over K, and let f : X — Y be a G-torsor over Y. We consider the induced map
X(K) — Y(K), which is continuous for the topologies deduced from the valuation. If 1
denotes the image of this map, we prove that I is locally closed in Y (K); moreover, the
induced surjection X (K) — [ is a principal bundle with group G(K) (also topologized
by the valuation).

RESUME

Soit K le corps des fractions d’un anneau de valuation hensélien A. On suppose que le
complété K est une extension séparable de K. Soient Y une K-variété, G un K-groupe
algébrique et f : X — Y un G-torseur au-dessus de Y. On considére ’application
induite X (K) — Y (K), continue pour les topologies déduites de la valuation. Si I
désigne son image, nous montrons que I est localement fermée dans Y (K); de plus la
surjection induite X (K) — I est un fibré principal sous le groupe topologique G(K).
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1. Introduction

1.1 Notations

Soit K le corps des fractions d’un anneau de valuation A; on notera v la valuation associée
et I' son groupe. La donnée de v détermine une structure de corps topologique séparé sur K ;
nous supposerons toujours qu’il n’est pas discret, c¢’est-a-dire que I' # 0. On notera K le complété
de K.

Dans cette introduction, nous supposerons (K, v) admissible, au sens suivant.

1.1.1 DEFINITION. Avec les notations ci-dessus, on dit que (K, v) (ou A) est admissible si A est
hensélien et si 'extension K /K est séparable.

Pour toute K-variété (c’est-a-dire tout K-schéma de type fini) X, on note Xiop, I'ensemble
X(K) muni de la topologie déduite de la topologie de K. Tout K-morphisme f : X — Y de
K-variétés induit une application continue fiop : Xtop — Yiop-

Nous nous intéressons dans cet article au cas ot un K-groupe algébrique G agit a droite sur X
et ot f: X — Y est un G-torseur pour cette action. Noter qu’alors le groupe topologique Giop
agit librement et contintiment sur Xy, et que 'on a une bijection continue fiop @ Xiop/G(K) —
I :=Im(fiop). L'objet de ce travail est I'étude topologique des applications fiop et frop-

Il est en fait naturel (et & certains égards plus simple) de considérer la situation plus générale
ou X et Y sont des espaces algébriques de type fini (et quasi-séparés) sur K, que nous appellerons
dorénavant « K-espaces ». Tout d’abord, un G-torseur sur une K-variété ¥ — défini, comme il
se doit, comme faisceau pour la topologie fidélement plate de présentation finie (fppf) sur Y —
n’est pas nécessairement un schéma (en-dehors du cas important ot G est affine), alors que c’est
automatiquement un K-espace, selon un théoréme d’Artin; & partir de 1a, il devient également
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judicieux d’envisager des G-torseurs X — Y ot X et Y sont des K-espaces, afin de travailler
dans une catégorie stable par les opérations usuelles, produits fibrés notamment.

D’autre part, si un K-groupe algébrique GG opére librement a droite sur une K-variété X,
le faisceau fppf quotient X/G est toujours un K-espace (voir 2.2) mais, de nouveau, n’est pas
nécessairement une K-variété.

Ces considérations nous ont conduits & formuler systématiquement nos résultats dans le cadre
des K-espaces; si le plan général des démonstrations n’en est pas affecté, il nous a fallu revenir
sur des résultats bien connus pour les schémas mais dont I’extension aux espaces algébriques n’est
pas suffisamment documentée : voir par exemple 3.2 pour la définition et les propriétés de Xiop
lorsque X est un K-espace. (En ce qui concerne G, rappelons qu’un espace algébrique en groupes
quasi-séparé de type fini sur un corps est toujours un schéma [Art69, Lemma 4.2]).

Notre résultat principal est le suivant.
1.2 THEOREME. Soient (K, v) un corps valué admissible, G un K-groupe algébrique (c’est-a-dire
un K-schéma en groupes de type fini), Y un K-espace, f : X — Y un G-torseur au-dessus de Y.
Définissons fiop : Xtop = Yiop €t frop : Xtop/G(K) — I := Im( fiop) comme ci-dessus. Alors :
(1) en tant que sous-espace de Yiop, I est :
(a) localement fermé (dans tous les cas);
(b) ouvert et fermé si G est lisse ou si K est parfait;

(c) fermé si G satisfait la condition (x) (voir 2.4.3), et en particulier si G,y est lisse, ou si
G° est commutatif, ou si G est de rang réductif nul (en d’autres termes, si Gz n’a pas
de sous-tore non trivial).
(2) L’application fiop est ouverte sur son image I ; en particulier, la bijection fio, est un ho-
méomorphisme.

(3) SiY est localement séparé (par exemple une variété, cf. 1.7), alors fiop fait de Xiop un
Giop-fibré principal au-dessus de I.

1.3 Plan de la démonstration.

Pour ne pas alourdir l'introduction, nous supposons ici que Y est localement séparé, par
exemple une K-variété.

Le cas, sans doute bien connu, ou le groupe G est lisse est traité au § 3. Dans le cas général,

on note G le plus grand K-sous-groupe lisse de G' (§2.4). On décompose alors le G-torseur
f:X—>Yen

X
wl \
Z.=X/Gh —" vy,

Le morphisme 7 est un G-torseur et h : Z — Y est une « fibration en G / G%». Les propriétés de G
impliquent que application hy : Z(K) — Y (K) est injective. D’un point de vue topologique, on
a donc le diagramme

Xtop
l ftop
Ttop

htop

Ztop —— Y:cop .
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b

D’apres le cas lisse (§3.4), mop fait de Xiop un Giop

ouverte et fermée dans Ziop.

-fibré principal sur I'image de 7op, qui est

L’application hiop est nettement plus délicate a analyser. Les deux outils clés pour cette étude
sont :
— le théoréme d’approximation de Greenberg (généralisé aux corps valués admissibles dans
[MB12b]) ;
— la « bonne compactification » (§5) de G/GY, et la compactification relative de h qui s’en
déduit.
On montre ainsi que hiop est un homéomorphisme sur son image, et que celle-ci s’écrit F7 ~\ F
pour des fermés remarquables Fi, F> de Yo, (lemme 6.1).

1.4 Application aux espaces homogénes.

Un cas particulier important est celui ot X = H est un K-groupe algébrique contenant G
comme sous-groupe, et out f : H — Y := H/G est le morphisme de passage au quotient. L’image I
est alors l'orbite sous H(K) de la classe neutre yo € Y (K) dans 'ensemble Y(K) = (H/G)(K) :
on voit donc par 1.2 qu’elle est localement fermée dans Y, et qu’elle s’identifie (avec sa topologie)
a l'espace quotient Hiop/G(K) (avec, le cas échéant, les compléments (1)(b), (1)(c) de I’énoncé)
et que Hiop est méme un Gyop-fibré principal au-dessus de 1.

Si de plus G est distingué dans H, il en résulte que I est toujours fermée puisque c’est un
sous-groupe localement fermé du groupe topologique Yiqp.

1.5 Application aux orbites.

Considérons un K-groupe algébrique H opérant a gauche sur une K-variété S (ou plus géné-
ralement sur un K-espace); soit sp un point de S(K), de stabilisateur G C H. On sait alors que
le morphisme d’orbite wg, : h — h.sg se factorise en

H-L HG Y 8

ou f est le morphisme canonique, ou la deuxiéme fléche est un isomorphisme et la troisiéme une
immersion (voir [DG70, 111.3.5.2] lorsque S est une variété, et 2.1 plus bas pour les k-espaces).
D’autre part, I'image I de H(K) par ws, est évidemment 'orbite de sy sous l'action de H(K),
dans l'espace S(K), et le stabilisateur de sg pour cette action est G(K).

Le théoréme 1.2 nous dit donc que cette orbite est localement fermée dans Yio, et donc
dans Siop, et que la surjection continue canonique Hy,,—+ I est une fibration principale de
groupe Giop ; en particulier elle induit un homéomorphisme de Hiop/G(K) sur I.

Lorsque K est un corps local, on trouve en partie ce résultat dans 'article [BZ76]; plus préci-
sément, les auteurs montrent que I est localement fermée dans S, et s’identifie topologiquement
a Hyop/G(K) (dans [BZ76], ces assertions sont dispersées entre 1.5, 1.6 et 6.8).

1.6 Plan de I’article.

Le §2 est consacré a des rappels sur les groupes algébriques : produit contracté d’un torseur
et d’un schéma a opérateurs, propriétés du plus grand sous-groupe lisse d’'un groupe algébrique G
et la technique de compactification partielle d’espaces homogénes via les schémas de Hilbert
ponctuels.

Au §3, aprés des rappels sur les variétés sur un corps topologique, on introduit la notion de
corps topologiquement hensélien, caractérisée par la validité du théoréme des fonctions implicites ;
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le cas des torseurs sous un groupe lisse (cf. 1.2 (1)(b)) est valable dans ce cadre, et est établi au
§3.4.

C’est aussi sur un corps topologiquement hensélien que le foncteur X — Xio, (des variétés
vers les espaces topologiques) s’étend aux espaces algébriques avec de bonnes propriétés.

Au §4, nous donnons quelques propriétés des corps valués admissibles, notamment le théoréme
d’approximation fort (généralisant celui de Greenberg). Nous en déduisons un résultat topologique
(théoréme 4.2.3) concernant les morphismes propres, qui sera essentiel dans la preuve de 1.2. Un
cas particulier de 4.2.3 est le fait (assez facile & démontrer directement) que si K est admissible
et si f est un morphisme fini de K-variétés, 'application induite fio}, est fermée (4.2.6).

Le §5, indépendant des précédents, est consacré a la démonstration d’un théoréme de com-
pactification dit & Gabber (5.2, cas particulier d’'un théoréme annoncé dans [Gabl2]) : soient G
un groupe algébrique sur un corps k quelconque, et G son plus grand sous-groupe lisse. Alors
le G-espace homogéne G/G admet une compactification équivariante dont le seul point & corps
résiduel séparable sur k est I'origine.

Le §6 contient la démonstration, esquissée plus haut, des parties restantes (1)(a) et (2) du
théoréme 1.2. Enfin le § 7 contient divers (contre-)exemples et compléments.

1.6.1 Remarque. Des questions voisines (dans le cas d’une valuation compléte de rang 1) sont
abordées dans [BaT13]; il est & noter cependant que 'assertion (1)(a) du théoréme 1 de cet
article est contredite par 'exemple donné au § 7.1 du présent travail.

1.7 Conventions

Si k est un corps, une k-variété est un k-schéma de type fini; un k-groupe algébrique est un
k-schéma en groupes de type fini; un k-espace est un k-espace algébrique de type fini et quasi-
séparé. On renvoie & [Knu71] pour les propriétés des espaces algébriques. Rappelons simplement
ici qu'un k-espace X est localement séparé si le monomorphisme diagonal X — X X X est une
immersion ; cette condition est toujours vérifiée si X est une variété [EGAIL (5.1.2)].

Si k' est une extension finie de k, et V' un k’-espace, nous noterons [ [, /k(V) sa restriction de
WEeil & k. On rappelle qu’en tant que foncteur sur la catégorie des k-espaces T, elle est définie par

(TT M) == V(T xy )
K[k

et qu’elle est représentable par un k-espace (|Conl2, Lemma 5.10] ou [Ols06, Theorem 1.5]), et par
une k-variété lorsque V' est une k-variété quasi-projective ([BLR90, Theorem 7.6/4 et Proposition
7.6/5] ou [CGP10, A.5.8]).

Sauf mention contraire, la cohomologie des faisceaux utilisée est la cohomologie fppf. En
particulier, si G est un k-groupe algébrique et Y un k-espace, H!(Y, G) désigne I'ensemble des
classes d’isomorphie de Gy-torseurs pour la topologie fppf.

Une application continue f : X — Y entre espaces topologiques est dite stricte si la topologie
induite sur Im(f) C Y coincide avec la topologie quotient déduite de la surjection canonique X —
Im(f) (en d’autres termes, si la bijection canonique Coim(f) — Im(f) est un homéomorphisme).

Une application continue f entre espaces topologiques est dite propre si elle est universellement
fermée (conformément a [Bou71, I, §10, n°1, définition 1|, nous ne faisons pas d’hypothése de
séparation). Il revient au méme de dire que f est fermée a fibres quasi-compactes [Bou71, I, § 10,
n°2, théoréme 1].
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2. Actions de groupes algébriques : rappels et compléments

Dans cette section, k désigne un corps; on fixe une cloture algébrique k de k, et 'on note
ks C k la cloture séparable correspondante.

2.1 Orbites dans un espace algébrique a groupe d’opérateurs

On fixe un k-groupe algébrique G. Soit Y un k-faisceau fppf muni d’une action & gauche de
G. Nous dirons que 'action est transitive (ou que Y est transitif sous G) si Y — Spec(k) est un
épimorphisme (de fagon équivalente, il existe une extension finie k' de k telle que Y (k') # 0) et
si le morphisme
GxY — Y XY

(9:9) — (99,9)
est un épimorphisme.

2.1.1 THEOREME. Soit Y un k-faisceau fppf muni d’une action transitive de G. On suppose
qu'il existe une extension finie k' de k et un élément y de Y (k') tel que le sous-faisceau de Gy
stabilisateur de y soit un sous-schéma en groupes fermé de Gy/. Alors :

(1) Y est un k-schéma quasi-projectif.

(2) Soit X un k-espace muni d’une action a gauche de G, et soit f : Y — X un morphisme
G-équivariant. Alors f se factorise de maniére essentiellement unique en Y = Z END'S , ol :
(i) Z est un k-schéma quasi-projectif’;
(ii) 7 est fidélement plat ;

(iii) j est une immersion.

Démonstration. (1) Le k'-faisceau Y xj k’ obtenu par changement de base est clairement iso-
morphe & G/H, ou H est le stabilisateur de 3. C’est donc un k’-schéma quasi-projectif : si G
est lisse et connexe ce résultat est dit & Chow [Cho57], et le cas général s’en déduit, cf. [Ray70,
VI.2.6]. L’assertion (1) en résulte par [SGAT1, VIII, 7.6] (descente de schéma quasi-projectifs par
un morphisme fini localement libre).

Montrons l'assertion (2). L’unicité est claire, puisque Z est nécessairement le sous-faisceau
de X image de f. Montrons d’abord que Z, ainsi défini, est un k-schéma quasi-projectif : choi-
sissons une extension finie ¥’ de k et un point y € Y'(k’). Alors le stabilisateur de z := 7(y) est
aussi celui de j(z) (j est un monomorphisme) et est donc un sous-schéma en groupes fermé de
Gy @ on conclut par I'assertion (1).

Pour voir que j est une immersion et que 7 est fidélement plat, on peut donc, par descente
fidélement plate, supposer k algébriquement clos, ce que nous ferons désormais. Fixons encore
un point y € Y (k), de stabilisateur S C G. Alors Y s’identifie & G/S et Z a G/H ou H est le
stabilisateur de z = f(y); 7 s’identifie & la projection G/S — G/H, qui est fidélement plate. I
reste & voir que j : Z — X est une immersion, Z étant 'orbite de z dans X.

Si X est une variété, cela résulte de [DG70, I11.3.5.2] ; nous allons nous ramener a ce cas.

Supposons d’abord G réduit, de sorte que G/H 'est également. On sait [Knu71, II, Proposition
6.7] que X admet un plus grand sous-espace ouvert U qui est un schéma, et que U est dense
dans X. Il est clair que U est stable par I'action du groupe G(k), et donc par action de G puisque
k est algébriquement clos. Donc, si z € U(k), j se factorise par U et 1’assertion résulte du cas des
variétés. Sinon, comme G est réduit, j se factorise par le sous-espace réduit X’ complémentaire
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de U, qui est également stable par G. La densité implique que dim(X’) < dim(X) et 'on conclut
par récurrence sur la dimension.

Dans le cas général, posons Z = G/H. Comme Zyoq = Gred/(Grea N H), le cas précédent
montre que la restriction de j & Z,eq est une immersion. On conclut donc par le lemme 2.1.1.1
qui suit. ]

2.1.1.1 LEMME. Soit j : Z — X un monomorphisme de type fini d’espaces algébriques. On
suppose que la restriction jo de j 4 Zeq est une immersion (resp. une immersion fermée). Alors j
est une immersion (resp. une immersion fermée).

Démonstration. La restriction jy se décompose en une immersion fermée Z,.q — U suivie d’une
immersion ouverte U — X ; comme j se factorise automatiquement par U, on peut remplacer X
par U, et il suffit de traiter le cas d’une immersion fermée. Alors j est propre puisque jo 'est;
d’autre part j est séparé et quasi-fini donc est quasi-affine d’aprés [LMB00, A.2| (ou [Knu7l,
I1, 6.15] lorsque j est de présentation finie). Un morphisme propre et quasi-affine est fini, et un
monomorphisme fini est une immersion fermée. O

2.1.1.2 Remarque. Comme nous l’a signalé un rapporteur, on peut aussi utiliser le critére valuatif
[Moc99, I, Corollary 2.13, p. 102] pour démontrer 2.1.1.1.

2.1.2 COROLLAIRE. Soit X un k-espace muni d’une action a gauche de G, et soit Y un sous-
faisceau de X, stable par G et transitif. Alors Y est un sous-espace localement fermé de X, et un
k-schéma quasi-projectif.

Démonstration. 1l existe une extension finie k' de k et un point y € Y (k). Le stabilisateur de y
est le méme dans Yet dans X ; c’est donc un sous-schéma en groupes fermé de G, et la conclusion
résulte facilement de 2.1.1. O

2.1.3 DEFINITION. Soit X un k-espace muni d’une action & gauche de G. Une k-orbite de X
sous (G est un sous-espace de X, stable par G et transitif.

2.1.4 Remarques. Soit X un k-espace muni d’une action & gauche de G.

(i) (orbite d’un k-point) Fixons un point x € X (k). Le morphisme i : Spec(k) — X cor-
respondant est alors une immersion fermée (vérification laissée au lecteur) de sorte que
le stabilisateur GG, est un k-sous-groupe fermé de G. On considére le morphisme d’orbite
fo:G— X, g g.x. Alors le k-schéma quotient G/G,, représente le faisceau fppf image T,
de f,. Le théoréme 2.1.1 montre que 7T, — X est une immersion, ainsi 7, est une k-orbite
de X sous G.

(ii) Si X est une k-variété, la notion de k-orbite sous G coincide avec celle de [BLR90, §10.2,
définition 10.4] : ceci résulte du corollaire 2.1.2.

2.2 Quotient par une action libre
Soit G un k-groupe algébrique opérant & droite sur un k-espace X. On note a: X x; G = X
I’action en question. On suppose que 'action « est libre, c’est-a-dire que le morphisme
p=(prj,a): X x; G — X xp X
(z,9) — (z,7.9)
est un monomorphisme.

THEOREME. Sous les hypothéses ci-dessus, le faisceau quotient X /G est un k-espace, et la pro-
jection naturelle m : X — X/G fait de X un G-torseur au-dessus de X/G.
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De plus, X/G est localement séparé (resp. séparé) si et seulement si p: X X G — X x3 X
est une immersion (resp. une immersion fermée).

Démonstration. Par définition, X/G est le quotient (au sens des faisceaux fppf) de X par la
relation d’équivalence R C X Xxj X image de p. Comme p est un monomorphisme, R s’identifie
via p & X X G et 'on voit donc que R est une relation d’équivalence plate. Le fait que X/G soit
un k-espace résulte donc de [Art74, Corollary 6.3]. D’autre part nos hypothéses impliquent que
les diagrammes

X x,G—2>X Xx,G—L2 = X %, X
prll lﬂ— et ﬂoprll lwxw
X—" - X/G X/G—L~ (X/G) x4 (X/G)

sont cartésiens, A désignant le morphisme diagonal. On en déduit, grace au premier diagramme,
que X est un G-torseur sur X/G; le second donne les assertions de séparation (remarquer que
les fleches verticales sont fidélement plates). O

2.3 Produit contracté d’un torseur et d’un espace a opérateurs

2.3.1 Produits contractés. Soit G un faisceau en groupes sur Spec(k), opérant & droite sur

un k-faisceau X et a gauche sur un k-faisceau U. Rappelons que le produit contracté X S%U est

le faisceau quotient de X xj U par P’action & droite de G donnée par ((z,u),g) — (g, g~ 'u).

Nous supposerons dans la suite que G est un k-groupe algébrique, que X et U sont des k-
espaces, et de plus que G opére librement sur X, de sorte que X est un G-torseur au-dessus du
k-espace Y := X /G (2.2). Dans ce cas, G opére aussi librement sur X x ;U via ’action ci-dessus, de

sorte que X 95 U est un k-espace. En outre, on a un morphisme canonique X (/3 U — Y, localement
isomorphe (pour la topologie fppf) & la premiére projection Y x U — Y ; cette construction
commute & tout changement de k-espace de base Y’ — Y.

2.3.2 Torsion. Notons G’ le Y-faisceau Aut(X/Y) des automorphismes du Gy-torseur X :
c’est une forme tordue de Gy, qui opére naturellement & gauche sur X par Y-morphismes, et

aussi sur X « Z pour tout Y-faisceau Z muni d’une action a gauche de Gy. On obtient de cette
fagon un foncteur (« torsion par X ») de la catégorie des Y-faisceaux avec action a gauche de
Gy vers celle des Y-faisceaux avec action a gauche de G’. Ce foncteur est une équivalence de
catégories |Gir7l, III, remarque 1.6.7].

Lorsque Y = Spec(k), il s’ensuit formellement, en particulier, que I'on a une bijection naturelle
entre les k-orbites de U sous G et les k-orbites de X %;U sous G'.

2.3.3 Faisceaux inversibles. Si L est un fibré en droites G-linéarisé sur U, alors M := X A L
. . . G

est de facon naturelle un fibré en droites G’-linéarisé sur X A U. Supposons en outre que Y et U

soient des variétés, et que L soit ample sur U ; alors M est ample sur X g\; U relativement & Y, et

en particulier X %U est un k-schéma quasi-projectif sur Y (et méme projectif si U est projectif
sur k) ; voir [BLR90, §10.2, Lemma 6].
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2.4 Le plus grand sous-groupe lisse d’un groupe algébrique

Rappelons [CGP10, Lemma C.4.1] qu'une k-variété X admet un sous-schéma fermé canonique,
que nous noterons X7, caractérisé comme le plus petit des sous-schémas fermés X' tels que
X'(L) = X (L) pour toute extension séparable L de k; on peut construire X* comme 1’adhérence
schématique de I’ensemble des points de X a corps résiduel séparable (resp. fini séparable) sur k.
Ce sous-schéma est fonctoriel en X (pour les morphismes de k-variétés), et sa formation commute
aux extensions séparables des scalaires et aux produits de k-variétés; en particulier, si X est un
k-groupe algébrique, alors X7 est un sous-groupe lisse de X (et donc son plus grand sous-groupe
lisse) ; on prendra garde qu’il n’est pas nécessairement distingué. Ceci étant, si on considére un
produit semi-direct N x G de k-groupes algébriques, I'isomorphisme N x; Gf (N x G)h
de k-schémas indique que Paction de G sur N stabilise N? et que lon a un isomorphisme
Nh A Gh L) (N A G)h

2.4.1 PROPOSITION. Soient G un k-groupe algébrique et T un G-torseur a droite sur Spec (k).
Notons € € (G/G%) (k) la classe neutre, Q le quotient T/G® et L une extension séparable de k.
Alors :

(1) on a(G/GH(L) = (G/G*)(k) = {e}.

(2) On a les équivalences :

Qi) #0 < T(ky) #0 < Card (Q(k,)) =1 <= Card (Q(k)) = 1.

Démonstration. (1) Soit € (G/G%)(L) : comme le morphisme canonique m : G — G/G? est
lisse et surjectif, la fibre GG, de m en x admet des points & corps résiduel séparable sur L, et donc
sur k; ces points appartiennent donc & GuL, donc z = ¢.

(2) Supposons Q(ks) non vide; considérant le morphisme lisse surjectif T — @, on voit
comme en (1) que T(ks) # 0. Ensuite, si T(ks) # 0, alors Ty, = Gy, et donc Qp, = (G/G)y.,
d’ou Card (Q(ks)) = 1 d’apres assertion (1).

Si Q(ks) est réduit & un point, alors ce point est k-rationnel par descente, donc Card (Q(k)) =1.
Enfin, Pimplication Card (Q(k)) = 1 = Q(ks) # 0 est triviale. O

2.4.2 COROLLAIRE. Soient G un k-groupe algébrique, Y une k-variété et f : X — Y un G-torseur
sur Y. Posons Z = X/ G" et soit h : Z — Y le morphisme canonique. Alors, pour toute extension
séparable k' de k, I'application Z (k') — Y (k') induite par f est injective.

Démonstration. Cela résulte de 2.4.1(2) appliqué aux fibres de h. O

La condition suivante intervient dans les compactifications de groupes [Gab12] :

2.4.3 DEFINITION. On dit qu’un k-groupe algébrique G satisfait la condition (¥) si tous les k-tores
de G sont des k-tores de (G¥)z.

Cette propriété est « insensible » aux extensions séparables de k ; plus précisément :

2.4.4 LEMME. Soit G un k-groupe algébrique, et soit L une extension de k. Si G vérifie (x), le
L-groupe Gy, vérifie (x). La réciproque est vraie si I'extension L/k est séparable.

Démonstration. On sait que (G%), C (Gp)?, avec égalité lorsque L/k est séparable. Les assertions
résultent donc du lemme 2.4.4.1 qui suit, appliqué avec H = GY. O
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2.4.4.1 LEMME. Pour un k-groupe algébrique G et un sous-groupe lisse H de G, désignons par
*(k, H, () la propriété « tout sous-k-tore de G est contenu dans Hy ».

Alors, si L est une extension de k, les propriétés x(k, H,G) et (L, Hy,, G1) sont équivalentes.

Démonstration. 11 est trivial que *(L, Hy,Gp) entraine *(k, H, G).

Pour la réciproque on peut supposer k algébriquement clos. Supposons que *(L, Hr, G1) ne
soit pas vérifiée : soient donc L une cloture algébrique de L et T un sous-tore de G non contenu
dans Hp. Alors il existe un k-schéma Y affine, intégre et de type fini, dont le corps des fonctions
est une sous-extension (de type fini) de L, et un sous-Y-tore .7 de Gy qui n’est pas contenu
dans Hy. Comme k est algébriquement clos, il existe un point y € Y (k) tel que la fibre .7,
de 7 en y (vue comme sous-tore de G) ne soit pas contenue dans H. Ainsi, x(k, H, G) n’est pas
satisfaite. O

2.4.5 LEMME. Soit G un k-groupe algébrique.

(1) Si G est lisse, unipotent ou commutatif, il vérifie (x).

(2) Soit G' un k-sous-groupe de G contenant la composante neutre G*° de G%. Si G vérifie (),
alors G' vérifie (x).

(3) Soit G' un k-sous-groupe de G tel que G/G' soit fini. Pour que G vérifie (x), il faut et il
suffit que G’ vérifie (x).

(4) On suppose que G est un k-sous-groupe distingué d’un k-groupe lisse H. Alors G vérifie (x).

Démonstration. Pour D'assertion (1), le cas lisse et le cas unipotent sont évidents; pour le cas
commutatif, remarquer que I'unique tore maximal de Gy est défini sur k [CGP10, C.4.4] et donc
contenu dans G°. L’assertion (2) est immédiate, ainsi que l'assertion (3) car Gy et G,E ont les
meémes sous-tores.

Montrons 'assertion (4). Le fait que G soit distingué dans H, et H lisse, entraine que G! est
un sous-groupe distingué de H : en effet H(ky) normalise Gis et est dense dans H puisque H est
lisse, donc le normalisateur de G dans H est égal & H.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer k séparablement clos. En particulier le groupe
lisse H admet un k-tore maximal Ey et Tp = (EgN G)?ed est un k-tore maximal de G et a fortiori
de G". Soit T un tore maximal de Gz Alors T = (EN GE)?ed pour un tore maximal £ de Hz. On
sait qu’il existe h € H (k) satisfaisant E = hEy5 =1 [CGP10, C.4.5(1)]. Ainsi T = hTyx =t c
h(GR) ht = (). =

2.4.6 Remarque. 11 existe des k-groupes résolubles de dimension 1 qui ne satisfont pas la condition
(), voir §7.1.

Dans ce travail, la condition (x) interviendra via le lemme suivant, variante du lemme de
Rosenlicht.

2.4.7 LEMME. Soit k une cloture algébrique de k. Soit ' un k-groupe algébrique affine opérant
sur une k-variété quasi-affine Z. Soit s € Z(k), et soit S C T le stabilisateur de s. On suppose
que tous les k-tores de ' sont contenus dans S. Alors I'orbite T'.s de s est fermée dans Z.

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos et I' lisse (remplacer I' par I'ieq ne
change pas l'orbite ensemblistement). Alors I'.s est réunion finie de transformés de I'°.s par des
éléments de I'(k) : il suffit donc de voir que 'orbite I'°.s sous I'° est fermée. On supposera
donc aussi I' connexe. Remplagant Z par 'adhérence de I'.s, on supposera I'.s dense dans Z.
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Dans ces conditions, le sous-groupe I'y de I' engendré par ses sous-tores (qui est distingué) opére
trivialement sur Z, de sorte que 'action se factorise par U := I'/T";, groupe affine lisse connexe
qui n’admet pas de sous-tore non trivial [CGP10, A.2.8| et est donc unipotent. Vu ’hypothése
quasi-affine, le lemme de Rosenlicht [SGA3, XVII.5.7.3] montre alors que les orbites de U dans Z
sont fermées. O

2.5 Compactifications partielles dans les schémas de Hilbert ponctuels

2.5.1 Notations. On fixe une k-algébre finie &', de dimension d > 1, et un k’-espace algébrique
@', séparé et de type fini. On note o : Q" — Spec(k’) le morphisme structural et :

— V le k-espace induit Q" — Spec(k’) — Spec(k) (de sorte que o peut étre vu comme un
morphisme de k-espaces V' = Spec(k')) ;

— W =[] @' le foncteur de restriction de Weil de Q' relativement a &’ /k.
K [k
Pour tout k-schéma S, on a donc

W(S) = Q' (K xx S).

On considére d’autre part le foncteur de Hilbert V14 = Hilb“i//k des sous-k-espaces (fermés) finis
de longueur d de V. Explicitement, pour tout k-schéma S, on a

vids) = {sous—espaces Z CV xS,
finis localement libres de rang d sur S }

Un tel Z est automatiquement un schéma (affine sur S); on lui associe le S-morphisme composé

g X klds

k/ Xk S.

Noter que ¢z est un morphisme de S-schémas finis localement libres de méme rang d.

QOZ:Z‘—>VXkS

2.5.1.1 Remarque. Nous considérons ici W et V19 comme des faisceaux sur le site fppf de Spec(k) ;
nous n’aurons a utiliser aucun des résultats profonds de représentabilité connus, comme le fait
que V14 est un k-espace [Art69, §6| et est méme quasi-projectif si V Pest ([Gro60, §4], [Ber09,
§ 2] ou [Nit05, §5.5]). Le seul cas qui nous servira dans Uarticle est celui ot @’ est fini sur &, pour
lequel la représentabilité (et méme la projectivité de V[d}) est trés facile : voir le lemme 2.5.5 plus
bas.

2.5.2 Rappelons que 'on a un morphisme de foncteurs
u = uQ’/k’/k W — V[d]

défini ainsi : si S est un k-schéma, on associe & w € W(S) le k’-morphisme w’ : S x, k' — @'.
Son graphe

Iy C Q/ Xk (S Xk k/) =V xS
est un sous S-schéma fermé de V' xS, isomorphe & S xj, &’ et donc fini et libre de rang d sur S :
c’est le point ugy /i /1 (S)(w) € VId(S) voulu.
LEMME. (1) Pour tout k-schéma S, I'application ug /i (S) ci-dessus induit une bijection de
W (S) sur 'ensemble des Z C Q' xS tels que le S-morphisme ¢z défini en 2.5.1 soit un isomor-
phisme.

En particulier, le morphisme de foncteurs u : W — V19 est représentable par une immersion
ouverte.
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(2) Si k" est un corps, u induit une bijection de W (k) sur V14 (k).

Démonstration. Un sous-schéma Z C Q' x; S tel que ¢z est un isomorphisme définit une section
de Q' xS =V xS = k' xS, c’est-a-dire un point de W(S) = (Hk,/k Q’) (S). La partie (1)
est alors immédiate et laissée au lecteur. L assertion (2) en résulte : si &' est un corps et si Z C V
est fini de rang d sur k, alors ¢z : Z — Spec(k’) est nécessairement un isomorphisme. O

2.5.2.1 Remarques. De fagon imagée, on peut formuler (2) en disant que Vvl vu comme com-
pactification partielle de W, n’a pas de point k-rationnel & l'infini. Le méme argument montre
d’ailleurs qu’il n’a pas de point K-rationnel & I'infini, dés que K est une extension de k telle que
K ® k' soit un corps : le cas utile pour nous sera celui ou &’ (resp. K) est une extension radicielle
(resp. séparable) de k.

Dans la suite, nous allons généraliser cette propriété en remplacant les points par les orbites
sous l'action d’un groupe algébrique.

2.5.3 Version équivariante : orbites a infini. On garde les notations de 2.5.1 et 2.5.2, et
I’on se donne de plus un k-groupe algébrique G opérant a gauche sur V' par k’'-automorphismes,
c'est-a-dire que o : V. — Spec(k’) est G-invariant. (Il reviendrait au méme de se donner une
action du k’-groupe Gy sur Q' ; 'action de G sera plus commode a utiliser).

On en déduit formellement des actions de G (vu comme foncteur en groupes) sur les fonc-
teurs W et V19, et Pimmersion ouverte u est équivariante pour ces actions.

2.5.4 THEOREME. Avec les hypothéses et notations de 2.5.3, soient K une extension de k et

Jcv

Alors, si K ®y, k' est un corps, on a J C W.

une K-orbite pour I'action de G (cf. 2.1.3).

Démonstration. En remplacant k' par K ® &/, Q" par Q' etc., on peut supposer que K = k (et
que k' est un corps). Alors y : J — V0 définit un sous-espace Z de Q' x, J, fini localement libre
de rang d sur J, et stable sous G (opérant sur J X Q' par 'action produit). Par 2.5.2, il s’agit
de montrer que le J-morphisme

(pziz—>k/><kj

défini en 2.5.1 est un isomorphisme. Il est décrit par un morphisme G-équivariant
¢Z K Qp OF — A = prg*(ﬁz)

de O j-algeébres finies localement libres de rang d, linéarisées pour ’action de G sur J. En particu-
lier le conoyau % de ¢z est un & j-module cohérent G-linéarisé. Considérons, pour chaque s € N,
la strate de Fitting (de rang s) Fy(%) C J : c’est un sous-schéma localement fermé de J, tel
que la restriction de ¢ a F(%) soit localement libre de rang s, et universel pour cette propriété
(cf. [GW10, §11.8|) Puisque ¥ est G-linéarisé, chaque Fs(%) est stable par G ; comme G opére
transitivement sur J, on a donc F5(¢) = ) sauf pour une valeur r de s, pour laquelle F,.(¢) = J.
En d’autres termes, € est localement libre de rang constant r.

Il reste a voir que r = 0. Puisque % est localement, libre de rang r, 'image de 1z est une algébre
quotient de &’ ®j 0, localement libre de rang d — r, et définit donc un sous-schéma T' C k' xy, J,
fini localement libre sur J de rang d — r et G-invariant. Comme G opére transitivement sur J
et trivialement sur Spec(k’), T provient par descente d’un sous-k-schéma T de rang d — r de
Spec(k’). Puisque k" est un corps, on a soit Ty = 0 et r = d, soit Ty = Spec(k’) et 7 = 0; mais le
premier cas est exclu car ¥z est un morphisme d’algébres non nulles, donc n’est pas nul. O
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2.5.5 LEMME. Soient Y un k-schéma fini, et d € N. Alors le foncteur Y4 := Hilb?,/k des sous-
schémas finis de longueur d de Y est représentable par un k-schéma projectif, muni d’un faisceau
ample Aut, (Y')-linéarisé.

Démonstration. On pose Y = Spec (A) ou A est une k-algébre finie; on note Ay, le k-espace
vectoriel sous-jacent & A, et G le k-groupe Aut;(Y); c’est évidemment un sous-schéma en groupes
fermé de GL(Ajn), et en particulier un k-groupe algébrique affine.

La projectivité de Y4 est un fait général [Ber09, prop 2.13|, mais se voit facilement ici : en
effet, pour tout k-schéma S, un point de Y4 (S) est la méme chose qu'une Og-algébre quotient de
Os® A, localement libre de rang d comme Og-module. Ainsi, Y est de fagon naturelle un sous-
schéma fermé de la grassmannienne Grg(Ayy,) des quotients de rang d de Ayy,. De plus, action
de G sur Y4 est induite par son action naturelle sur Grg(Ajin), laquelle se factorise par celle de
GLg(Apn), de sorte que le faisceau ample canonique sur Grg(Ay,) (qui est GLg (A, )-linéarisé)
induit un faisceau ample G-linéarisé sur Y19 O

3. Corps topologiquement henséliens ; le cas des torseurs sous un groupe lisse

On désigne par F' un corps topologique séparé; on notera F son complété (qui est une F-
algebre topologique, et est un corps si la topologie de F' est définie par une valuation).

3.1 Variétés sur un corps topologique ; corps topologiquement henséliens

On note VAR la catégorie des F-variétés, TOP celle des espaces topologiques, ENS celle des
ensembles.

On peut (voir [Wei62, app. III], [KS83, p. 256]) d’une maniére et d’une seule, associer a toute
F-variété X (ou plus généralement & tout F-schéma localement de type fini) une topologie sur
lensemble X (F), de telle sorte que les conditions suivantes soient vérifiées (dans lesquelles X
et Y désignent des F-variétés quelconques) :

(i) si X = AL, la bijection naturelle de X (F) sur F' est un homéomorphisme ;

(ii) si f : X — Y est un F-morphisme, application induite f(F) : X(F) — Y (F) est conti-
nue; si de plus f est une immersion ouverte (resp. fermée), alors f(F') est un plongement
topologique ouvert (resp. fermé);

(iii) la bijection naturelle de (X xp Y)(F') sur X (F') x Y (F') est un homéomorphisme ;

(iv) si X est un schéma séparé, alors X (F') est un espace séparé.

(Ces conditions ne sont pas indépendantes : par exemple, la condition (iv) est conséquence des
conditions (ii) et (iii) appliquées au morphisme diagonal X — X xp X.)

On obtient ainsi un foncteur, noté X — X(F)iop (ou encore X +— Xiop), de VARp dans
TOP. Il résulte facilement des propriétés ci-dessus que ce foncteur transforme les immersions en
plongements topologiques et commute aux produits fibrés.

3.1.1 DEFINITION. Un corps topologique séparé F' est topologiquement hensélien si pour tout
morphisme étale f : X — Y de F-variétés, l'application induite fio, est un homéomorphisme
local.

8.1.1.1 Remarques. Sil’on se limite aux topologies déduites de valuations ou de valeurs absolues
(« V-topologies »), les corps topologiquement henséliens sont appelés t-henséliens dans I'article
[PZ78], qui en donne diverses caractérisations.
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Outre les corps valués henséliens (proposition 3.1.4 plus bas), les corps R et C sont topologi-
quement henséliens (pour leur topologie classique), de méme que leurs sous-corps Q et Q N R et
que tout corps réel clos muni de la topologie de 'ordre.

3.1.2 LEMME. Soit F' un corps topologiquement hensélien, et soit f : Y — X un morphisme lisse
de F'-variétés.

Alors, pour tout y € Y (F), il existe un voisinage ouvert Q2 de f(y) dans Xiop tel que I'appli-
cation induite fiop : Yiop — Xtop admette une section continue  — Yigp.

En particulier, fiop est ouverte.

Démonstration. Remarquer que si y € Y(F), il existe un morphisme h : Z — Y et un point
z € Z(F) tels que h(z) = y et que le composé foh: Z — X soit étale [BLRIO0, §2.2, proposi-
tion 14]. O

3.1.8 Remarque. Réciproquement, soit F' un corps topologique séparé tel que fiop, soit ouverte
pour tout morphisme lisse f : X — Y de F-variétés. Alors F' est topologiquement hensélien : le
lecteur le vérifiera en utilisant le fait que si f est étale, le morphisme diagonal X — X xy X est
une immersion ouverte. (Cette remarque n’est pas utilisée dans la suite).

Nous allons justifier cette terminologie par I’énoncé suivant (sans doute bien connu, mais
difficile a trouver sous cette forme dans la littérature).

3.1.4 PROPOSITION. Tout corps valué hensélien est topologiquement hensélien.

Démonstration. Soient F' un corps valué hensélien et f : X — Y un morphisme étale de F-
variétés. Soit x € X (F) et soit y son image dans Y (F') : montrons que fiop est un homéomor-
phisme local au point z. Bien entendu, il nous suffira pour cela de supposer que f est étale au
point x, ce que nous ferons systématiquement dans les réductions qui vont suivre.

On peut supposer que Y = Spec (A) est affine et que X est un ouvert de Spec (A[T]/P(T))
ou P € A[T] est un polynome (unitaire, si 'on veut) tel que P’'(z) # 0 [BLR90, § 2.3, proposition
3]. Sans perte de généralité, on peut supposer que X = Spec (A[T]/P(T)). On plonge Y dans
un espace affine ¥ = A% = Spec (A) et on releve P(T) en un polynome unitaire P(T) € A[T).
Remplagant Y par Y et P par P, nous sommes ramenés a la situation ot Y = A% = Spec F[Z] =
Spec F[Z1,...,Zy], X = Spec (F[Z,T]/(P)) ot P est unitaire en T', et ot y (resp. x) est 'origine
de A% (resp. de A%ﬂ). En outre, la projection X — Y étant étale en x, nous pouvons choisir les
coordonnées de maniére que 'hyperplan tangent en x & X ait pour équation 7' = 0, de sorte que
P est (a un scalaire inversible prés) de la forme

P(Z,T)=T+ Y a;Z'T7 (a;€F).
|1|4+5>2

Notons R l'anneau de la valuation v, et m son idéal maximal. Pour o« € F*, nous pouvons
remplacer P par P,(Z,T) := éP(aZ, aT). Le coefficient de ZITJ dans P, est am“‘j_la[,j :
dans cette formule 'exposant de « est strictement positif donc, prenant « assez proche de 0, on
peut supposer que les coefficients a; ; sont dans m. La propriété de Hensel montre alors que pour
chaque z € R™, le polynome P(z,T) € R[T] admet une unique racine ¢(z) dans m. En d’autres
termes, fiop induit une bijection entre ftgé(R”) N (R™ x m) (voisinage de = dans Xiop) et R"
(voisinage de y dans F™).

Il reste a voir que l'application z — t(z) est continue & l'origine, et pour cela il suffit d’établir
que

v(t(z)) = min v(z).

i=1,...n
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En d’autres termes, nous devons montrer que si z = (21,...,2,) € R et t € m vérifient
v(t) < min v(z)
i=1,...,
(ce qui implique que t # 0), alors on a P(z,t) # 0. Il suffit pour cela de voir que chaque terme
2It7, pour |I|+j > 2, est de valuation strictement supérieure & v(t) (rappelons que v(as ;) > 0).
Or c’est vrai si [I| > 1 vu 'hypothése sur les v(z;), et c’est vrai si I = 0 car alors j > 2 et
t € m~ {0}. O

3.2 Extension aux espaces algébriques
A partir de 3.2.6, le corps topologique F sera toujours supposé topologiquement hensélien.
On identifie la catégorie VAR r & une sous-catégorie pleine de la catégorie ALG g des F-espaces
(c’est-a-dire, rappelons-le, des F-espaces algébriques quasi-séparés de type fini). On se propose
de définir, pour tout F-espace X, une topologie sur X (F), qui coincide avec celle déja définie
lorsque X est un schéma. Le cas d’un corps valué complet de rang 1 est traité dans [Conl2, § 5.
Pour ne pas allonger démesurément ce travail, nous omettons ici la plupart des démonstrations.

3.2.1 DEFINITION. Soit X un F-espace. On munit X (F') de la topologie suivante : une partie
Q C X (F) est ouverte si et seulement si, pour toute F-variété Z et tout F-morphisme ¢ : Z — X,
I'ensemble ¢~ 1(Q) C Z(F) est un ouvert de Ziop.

L’espace topologique ainsi obtenu sera noté Xiop ou X (F)¢ep.

3.2.2 Remarque. En d’autres termes, on munit X (F') de la topologie la plus fine rendant continues
toutes les applications ¢(F") lorsque ¢ parcourt tous les F-morphismes d’une F-variété vers X.
Noter qu’il est clair que I'on peut se limiter aux variétés Z qui sont affines.

3.2.3 PROPOSITION.

(1) Si X est une F-variété, la topologie définie en 3.2.1 (ou X est vue comme F-espace) coincide
avec celle déja définie en 3.1.

(2) Soit f: X — Y un morphisme de F-espaces. Alors :
(i) l'application fiop @ Xtop — Yiop induite par f sur les points F-rationnels est continue;
(ii) si f est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée), alors
Jiop est un homéomorphisme sur son image, qui est localement fermée (resp. ouverte,
resp. fermée) dans Yiop.

Démonstration. Les assertions (1) et (2) (i) sont immédiates a partir de la définition 3.2.1. Mon-
trons I'assertion (2) (ii) : si f est une immersion alors fiop, est injective, donc il suffit de voir que
si f est une immersion ouverte (resp. fermée) alors fiop est une application ouverte (resp. fermée),
le cas d’'une immersion arbitraire en résultant par composition.

Traitons le cas d’une immersion ouverte (celui d’une immersion fermée est entiérement ana-
logue). Soit © un ouvert de Xiop, et montrons que fiop(€2) est ouvert dans Yi,, @ soit donc
h : Y — Y un F-morphisme, ou Y’ est une variété. Il s’agit de voir que ht_O:IL)(ftOp(Q)) est
un ouvert de Yy, . Posons X' = X xy Y’ et soient f' : X' — Y’ et h' : X’ — X les mor-
phismes évidents. Alors f est une immersion ouverte, et en particulier X’ est un schéma. De plus
ht_oi)(ftop(Q)) = ft’op(h’t;;(Q)) qui est bien ouvert dans Yy, puisque h;g;(Q) est ouvert dans X{,,
et que f’ est une immersion ouverte entre variétés. ]

Lorsque F' est topologiquement hensélien, on dispose d’une autre caractérisation de la topolo-
gie de 3.2.1, en termes de recouvrements étales (cf. 3.2.6 plus bas). Pour y parvenir, nous aurons
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besoin de 1’énoncé suivant, variante d’un résultat de Gruson et Raynaud |[GR71, I, proposition
5.7.6], et de son corollaire :

3.2.4 PROPOSITION. [CLO09, Theorem 3.1.1] Soit X un espace algébrique quasi-compact et
quasi-séparé. Il existe une suite croissante finie

@IUOCU1C"'CU7-:X

d’ouverts quasi-compacts de X, avec la propriété suivante : pour chaque i > 0, si I'on note Z;
le sous-espace fermé réduit de U; complémentaire de U;_1, il existe un morphisme étale surjectif
m;  Y; — U; qui est un isomorphisme au-dessus de Z;, et o1 Y; est un schéma quasi-compact et
séparé.

3.2.5 COROLLAIRE. Soit X un espace algébrique quasi-compact et quasi-séparé. 1l existe un
schéma affine Y et un morphisme étale surjectif m : Y — X tel que pour tout anneau artinien A
lapplication Y (A) — X (A) induite par 7 soit surjective.

3.2.6 PROPOSITION. On suppose F' topologiquement hensélien.

Soit Y un F'-espace. Fixons un F-morphisme étalew : X — Y, ou X est une F-variété séparée.
Alors Tyop @ Xtop — Yiop €st ouverte.

En particulier, si de plus m induit une surjection de X (F') sur Y (F') (étant donné Y, un
tel morphisme 7 existe, d’aprés 3.2.5), alors Yiop s’identifie au quotient de Xiop, par la relation
d’équivalence définie par Tqp.

3.2.7 Produits fibrés. Considérons un diagramme cartésien

Xxsy Lo x
f’i lf
y —L -5
de F-espaces. Notons j : X XgY — X XY le monomorphisme naturel : il induit une injection
continue

jtop : (X X8 Y)top — (X XF Y)top .
On a d’autre part une application continue naturelle
o (X XS Y)top — Xtop Xstop thop

déduite des propriétés universelles, et évidemment bijective.

PROPOSITION. Avec les hypothéses ci-dessus, on suppose F' topologiquement hensélien.
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) « est un homéomorphisme ;

(i) jrop est un homéomorphisme sur son image.
(2) Les conditions de (1) sont satisfaites dans les deux cas suivants :

(iii) l'un des morphismes f, f', g, ¢’ est une immersion ;

(iv) S est localement séparé.

3.2.7.1 Remarques. (1) Bien entendu, un cas particulier de (iv) est celui on S = Spec (F'). En
d’autres termes, le foncteur X — Xy, commute auzr produits de F-espaces.
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(2) Le cas (iii) n’utilise pas ’hypothése que F' est topologiquement hensélien.

(3) Un cas particulier utile de (iii) est le fait que pour f : X — S quelconque et s € S(F), la fibre
ftgrl)(s) s'identifie & (f~1(s))top, 'inclusion d’un point rationnel étant toujours une immersion.
(4) On verra en 7.3 un exemple ou les conditions de (1) ne sont pas satisfaites.

3.2.8 PROPOSITION. (morphismes lisses et étales) On suppose F' topologiquement hensélien. Soit
f X — Y un morphisme lisse de F-espaces. Alors :

(1) fiop : Xtop — Yiop st ouverte.

(2) On suppose que f est étale et que, de plus, la bijection naturelle
(X xy X)top = Xtop XYiop Xtop €St un homéomorphisme (condition vérifiée notamment,
d’aprés 3.2.7, si Y est localement séparé). Alors fiop est un homéomorphisme local.

(3) SiY est localement séparé, alors fiop, « a des sections locales » au sens suivant : pour tout
x € Xiop, il existe un voisinage V' de f(z) dans Yiop et une section continue s : V. — Xiop
de f sur V telle que s(f(z)) = =.

3.3 Corps valués henséliens : utilisation de modéles entiers

On suppose dans cette section que F est un corps muni d’une valuation (non triviale) v
d’anneau A, et de la topologie associée. On notera J I'’ensemble des idéaux stricts et non nuls
de A, m € J son idéal maximal, k = A/m son corps résiduel.

On se propose de décrire I'espace Xiop, ot X est une F-variété, en termes des « modéles
entiers » de X, c’est-a-dire des A-espaces algébriques 2~ de type fini munis d’un isomorphisme
27> X. Comme dans la section 3.2, les démonstrations sont omises.

3.3.1 Topologie sur les points entiers. Soit 2 un A-espace algébrique quasi-séparé de type
fini. (Le lecteur pourra constater que les constructions qui suivent ont un sens pour des foncteurs
plus généraux).
On notera
prai Z(A) — Z(AL)  (JeD)
pr: 2(4) — lmZ(AL])
JET
les applications évidentes; on utilisera aussi la notation «  mod J » pour pg- j(z).

On munira chaque 2 (A/J) de la topologie discréte, Jm 2 (A/J) de la topologie limite
projective, et I'ensemble 2" (A) de la topologie induite via p4-. L’espace topologique obtenu sera

noté 2 (A) A top, OU ZA4 top-
3.3.1.1 PROPOSITION. L’application pg est injective. En particulier, I'espace Z 4 top €st séparé.

Démonstration. Soient x et ' dans 2 (A) ayant méme image par pg . Le noyau de la double
fléche

Spec (A) =S

est alors représenté par un monomorphisme de A-schémas Z — Spec (A) ; d’autre part, le fait que
pa () = pa (') entraine lexistence, pour chaque J € J, d’'un A-morphisme s; : Spec (A/J) —
Z. Comme Z est un schéma (et les s; automatiquement compatibles), on en déduit un A-
morphisme Spec (121\) — Z. Ainsi, Z — Spec(A) est a la fois un monomorphisme de schémas
et un épimorphisme de faisceaux fpqc (rappelons que A est fidélement plat sur A); c’est donc un

isomorphisme, de sorte que x = z’. O
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Size Z(A) et J €T, onnotera By (x,J) la « boule de rayon J »
By (x,J) = p)}lj (px,s(z)) = {2’ € Z(A) | 2’ mod J = z mod J }

(de sorte que la famille (B (z,.J)) ;o5 est une base de voisinages ouverts de x dans 24 top)-

Sip: X — % est un morphisme d’espaces algébriques quasi-séparés de type fini sur A,
I'application naturelle @4 top : ZAtop — P4 top €st continue, et plus précisément envoie By (x, J)
dans By (p(z),J) pour tout x € 2 (A) et tout J € J.

3.3.2 PROPOSITION. On garde les notations de 3.3.1; en particulier les lettres 2, % désignent

des A-espaces algébriques quasi-séparés de type fini, et ¢ : 2~ — % un A-morphisme.

(1) Le foncteur & +— Zatop (de la catégorie des A-espaces algébriques quasi-séparés de type
fini dans celle des espaces topologiques) commute aux produits fibrés finis.

(2) Si ¢ est un monomorphisme, alors ¢ top est un plongement topologique fermé.

(3) Supposons A hensélien et ¢ étale. Alors YA top est un homéomorphisme local ; plus précisé-
ment, pour tout x € Z (A) et tout J € J, ¢4 top induit un homéomorphisme de By (x, J)
sur By (f(x), J).

3.8.2.1 Remarque (non utilisée dans la suite). Avec les notations de 3.3.1, il est clair que 'applica-
tion p g se factorise par 2 (2)’ puisque A/J = A\/ JA pour tout J € J. En fait, on voit facilement
que lensemble lim 2 (A]J) s’identifie & 2 (A) si A est hensélien, ou de facon équivalente si
chacun des quotients A/J (J € J) est hensélien; ce sera le cas notamment si A est hensélien, ou
si I est de rang 1 (c’est-a-dire si dim A = 1).

3.3.3 Comparaison des topologies sur les A-points et les F-points. Gardons les hypo-
théses et notations de 3.3.1; en outre, notons j : Spec (F') < Spec (A) le morphisme canonique,
et considérons 'application naturelle

j*:%A,‘cop — %F,top
r — x0j.

Rappelons que 24 op est I'ensemble 27 (A) muni de la topologie de 3.3.1; par ailleurs, ZFtop
désigne 'ensemble 27 (F'), identifi¢ & ZF(F') et muni a ce titre de la topologie du §3.2 (puisque
2Xr =2 ®4 F est un F-espace algébrique de type fini).

3.3.4 PROPOSITION. Avec les notations de 3.3.3, on suppose en outre que A est hensélien, ou
bien que 2 est un schéma. Alors :

(1) j* est continue et ouverte.

(2) Si ZF est localement séparé, j* est un homéomorphisme local.

(3) Si & est localement séparé, alors, pour tout x € 2 (A), j* induit un homéomorphisme de
By (x,m) sur un ouvert de 2 (F).

(4) Si & est séparé (resp. propre sur A), alors j* est un plongement topologique ouvert (resp.
un homéomorphisme).

Donnons quelques indications sur la preuve de 3.3.4.

(a) On commence par montrer que si 2 est localement séparé, alors (sans hypothése hensélienne
sur A) la restriction de j* & By (z, m) est injective (pour y et y’ ayant méme image, considérer

y
le noyau de Spec (A) = 27).
y
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(b) II en résulte que pour 2" localement séparé, les assertions (2) et (3) sont équivalentes.
(¢) On montre 'assertion (3) lorsque 2~ est un schéma par réduction au cas affine.

(d) Pour A hensélien et ZF localement séparé, il y a un A-schéma affine 2"/ et un A-morphisme
étale m: 27 — 2 tels que z se reléve en 2’ € 27(A). On montre alors I'assertion (2) en utilisant
3.3.2(3) (appliqué & 7), 3.2.8 (2) (appliqué a 7p), et 'assertion (3) pour les schémas (appliquée
az’).

(e) L’assertion (4) est conséquence évidente de l'assertion (2) et du fait que, pour 2  séparé
(reps. propre), j* est injective (resp. bijective).

(f) Enfin, 'assertion (1) est immédiate (et résulte d’ailleurs de (2)) si 2~ est un schéma affine;
pour A hensélien, on se rameéne a ce cas en utilisant 3.3.2 (3) comme en (d).

3.4 Torseurs sous un groupe lisse
3.4.1 PROPOSITION. Soit F' un corps topologiquement hensélien. Soient G un F-groupe algé-
brique lisse, Y un F-espace et f : X — Y un G-torseur au-dessus de Y (de sorte que X est aussi
un F-espace).

Alors fiop : Xtop —+ Yiop €st ouverte, et son image I C Yiop, est ouverte et fermée.

Si de plus Y est localement séparé, I'application induite Xio, — I est une Gyop-fibration
principale.

Démonstration. Comme f est lisse, fiop est ouverte (3.2.8 (1)), et son image est ouverte. Cette
image est I'’ensemble des y € Y (F) tels que le G-torseur X, := f~!(y) sur Spec (F) soit trivial.
Elle est donc fermée en vertu du lemme 3.4.1.1 ci-dessous.

La derniére assertion vient du fait que Xyop — Yiop est automatiquement un pseudo-torseur
sous Giop par fonctorialité (c’est-a-dire que I'application Giop X Xtop —+ Xtop Xviep Xtop donnée
par (g,x) — (gz,x) est un homéomorphisme ; on utilise ici la compatibilité aux produits fibrés),
et que fiop admet des sections locales au voisinage de tout point de I (3.2.8(3)). O

3.4.1.1 LEMME. Sous les hypothéses de la proposition 3.4.1, application
[f]: Yiop — Hy(F.G)
y — [X]

est localement constante.

Démonstration. Fixons une classe & € HY (F, G), et soit T un G-torseur sur Spec (F) de classe €.
Considérons le G-torseur « constant » Ty = T xg Y au-dessus de Y. Le faisceau étale I :=
Isomg,, (Ty, X') des morphismes (de G-torseurs sur Y') de Ty vers X est un torseur sous le groupe
des G-automorphismes de T'; ce groupe est une forme intérieure de G et donc un F-groupe lisse,
de sorte que I'image de I(F) dans Yiq, est ouverte. Or celle-ci n’est autre que [f]71(£), d’ot la
conclusion. O

3.4.2 PROPOSITION. Soit F' un corps topologiquement hensélien. Soient G un F-groupe algé-
brique, Y un F-espace, et f : X — Y un G-torseur au-dessus de Y .
On note I C Yiop I'image de fiop. Considérons les propriétés suivantes :
(i) l'application induite Xiop, — I est une Giop-fibration principale;
(ii) I'application induite Xio, — I est ouverte;
(iii) I’application induite Xiop/G(F') — I est un homéomorphisme ;
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(iv) frop : Xtop — Yiop est stricte (1.7).
Alors on a les implications (i)=-(ii)<(iii)<(iv), et les quatre conditions sont équivalentes si Y
est localement séparé.

3.4.2.1 Remarque. Lorsque F' est un corps valué admissible, cette proposition est une conséquence
triviale du théoréme principal 1.2 : les propriétés (ii) a (iv) sont vraies, et la propriété (i) 'est si Y
est localement séparé. Comme le théoréme 1.2 sera démontré sans utiliser 3.4.2, cette proposition
est donc redondante dans ce cas. Ceci étant, elle donne un résultat partiel dans la direction de 1.2
sans faire intervenir les compactifications.

Démonstration de la proposition. Les implications (i)=-(ii)=-(iii)<(iv) sont immédiates ; en outre
(iii)=-(ii) vient du fait que la relation d’équivalence déduite d’une action continue de groupe est
toujours ouverte.

Supposons maintenant la propriété (ii) vérifiée et Y localement séparé, et montrons la propriété

(i). Posons X’ = X/G%, ott G% est défini en 2.4 ; noter en particulier que G = = Giop- Alors f se
factorise suivant

top

f:xLHx Ly.

Notons I' C X{,,, 'image de f{,,. On a un diagramme d’espaces topologiques
X o

top —> L' —> I = Yiop
ou fi est surjective par définition de I', et g1 bijective par 2.4.2. Par hypothése la composée g1 o f]
est ouverte. On en déduit que g1 est ouverte, donc est un homéomorphisme de I’ sur I. Il suffit donc
de voir que f{ est une Gtop -fibration principale. Comme f’ est un Gi-torseur et que G¥ est lisse,
il suffit pour cela d’appliquer 3.4.1 en remarquant que X' est localement séparé : cette derniére
propriété résulte de 'hypothése sur Y et du fait que g : X’ — Y est un morphisme séparé (il est
localement isomorphe, pour la topologie fppf sur sur Y, a la projection ¥ x (G/ Gu) —-Y) O

3.5 Corps valués henséliens : approximation faible et applications
3.5.1 Rappels sur les corps valués henséliens.

Soit (K,v) un corps valué, d’anneau de valuation A. Rappelons que pour que (K,v) soit
hensélien (c’est-a-dire pour que A soit un anneau local hensélien) il faut et il suffit que pour
toute extension finie I de K, la valuation v se prolonge de maniére unique en une valuation de L
[War89, théoréme 32.8|. Dans ce cas, on supposera toujours L muni de cette valuation, et de la
topologie associée.

On prendra garde qu’'un corps valué complet n’est pas nécessairement hensélien ; ¢’est toutefois
vrai si la valuation est de rang 1.

Supposons (K,v) hensélien; notons K son complété, et Ky une cloture séparable de K.
Alors K est hensélien (C'est 1mmed1at) et de plus K est séparablement fermé dans K [War89,
théoréme 32. 19] de sorte que K ®K K est un corps. Le corps K Rk Ks est méme une cloture
séparable de K.En effet en vertu du théoréme de I'élément primitif, une extension finie séparable
de K est isomorphe a KJt [t]/P(t) ou P désigne un K- polynoéme unitaire séparable; si @) est un
K-polynoéme unitaire (séparable) assez proche de P, alors P(T') et Q(T') ont méme corps de dé-
composition sur K [War89, 32.20], donc P se décompose sur K® K K. On a montré que Kok K,
est une cloture séparable de K, on a donc un isomorphisme Gal(K ®x K,/K) - Gal(K,/K).

3.5.2 PROPOSITION. (approximation faible) Soient F' un corps valué hensélien et X un F-espace.
On suppose que X est lisse ou que F' est admissible (1.1.1). Alors X (F') est dense dans X (F).
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Démonstration. Dans les deux cas, les énoncés 3.2.5 et 3.2.6 permettent de se ramener au cas
ol X est une variété.

Lorsque F' est admissible, le résultat est alors démontré dans [MB12b, corollaire 1.2.1| (comme
conséquence du théoréme d’approximation fort, voir 4.2.2 plus bas).

Supposons désormais X lisse. On peut en outre supposer X affine et purement de dimension
d > 1. Soient €2 un ouvert non vide de X (ﬁ)top et x € Q. Remplagant X par un voisinage affine
de z, on peut supposer qu'il existe un morphisme étale f: X —>AA%. Comme F est hensélien,
la proposition 3.1.4 montre que l'application fiop @ X (F)iop — F? est ouverte. En particulier
frop(§2) est ouvert dans F\d, donc rencontre F9 car F est dense dans F. Autrement dit, © rencontre
ftgllj(Fd). Mais comme F est séparablement fermé dans F et f étale, on a ftgll)(Fd) = X(F), dou
X(F)NQ #0. O

3.5.3 PROPOSITION. Soit (K,v) un corps valué hensélien, de complété K. Soit G un K-schéma
en groupes localement de type fini. On notera

P H(K,G) — H(K,G)
lapplication naturelle, définie pour i € {0,1} en général et pour i € N si G est commutatif.
(1) Si K est admissible, p' est injective.
(2) Si G est lisse, p! est bijective.

(3) Si G est commutatif, p est bijective pour tout i > 2.

Démonstration. (1) L’argument de torsion habituel nous rameéne a établir la trivialité du noyau
de lapplication H'(K,G) — H'(K,G). Soit donc E un G-torseur tel que E(K) # 0. Alors E
est automatiquement un K-espace algébrique séparé et localement de type fini; il admet donc
un sous-espace ouvert U, de type fini sur K et vérifiant U (IA( ) # (0. Le théoréme d’approximation
faible 3.5.2 montre que E(K) # (. On conclut que E/K est le G-torseur trivial.

(2) Comme G est lisse sur K, les cohomologies étale et fppf de G coincident. D’autre part tout G-
torseur est lisse sur K, de sorte que l'injectivité se démontre comme en (1) en utilisant le cas lisse
de 3.5.2. Pour la surjectivité, on se limite dans un premier temps au cas ou G est affine. On plonge
alors G dans un K-groupe linéaire GL(V') et on pose X = GL(V)/G. Suivant le théoréme 90
de Hilbert, HL (K, GL(V)) = 1 et H. (K,GL(V)) = 1. La suite exacte courte de cohomologie
galoisienne [Ser94, 1.5.4] produit donc un carré commutatif exact d’ensembles pointés

X(K) —— HL(K,G) —— 1

| |

X(K) — HL(K,G) —— 1.

On a vu que l'application X(I?)top — HL(K,G) est localement constante (lemme 3.4.1.1).
Comme X (K) est dense dans X(I?)top d’aprés 3.5.2, il suit que le composé X (K) — X(I?) —
Hét(l? , G) est surjectif. Le diagramme ci-dessus permet de conclure que application H! (K, G) —
HL (K, G) est surjective, donc bijective.

Il reste a montrer la surjectivité de la restriction HL(K,G) — Hét(l? ,G) pour G/K lisse
quelconque. Soit ¥ € HL (K, G), et soit L une extension finie séparable de K qui trivialise 7.
D’apres 3.5.1, il existe une extension finie séparable K "de K telle que L = K® x K', qui est
aussi le complété K/ de K'.
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Le quotient X = (HK,/K G)/G est représentable par un K-schéma [SGA3, VI4.3.2]. On

observe que X est une K-forme de GE*KI=1 donc est lisse. On a le diagramme commutatif

d’ensembles pointés

X(K) — Hét(KvG) — Hét(K7 H G)L Htlet(KlaG)
K'JK

| | l |

X(K) —— HY(K,G) —— Hy (K, [] G)«— HL(K.G),
K'|K

ou dans chaque ligne la suite des deux premiéres fléches est exacte, et ou les bijections de droite
sont celles « de Shapiro » [SGA3, XXIV.8.4]. L’application X (K Jtop — HL(K,G) est locale-
ment constante et X (K) est dense dans X(I?)top, donc X (K) se surjecte sur Hl(l/(\’/l?, G), qui
contient 5 vu le choix de K'. Le diagramme ci-dessus montre que 7 provient de H}, (K, G).

(3) Premier cas : G est lisse. On va utiliser I'argument classique de décalage par récurrence
sur 4 > 2 en notant que le cas i = 1 a été traité. Pour tout corps F/K, on a H. (F,G) —
ngpf(F, G) pour tout @ > 0 (voir |Gro68, 11.7] ou |[Mil80, II1.3.9 et 3.11.(b)]). En particulier
H'(K, G) coincide avec la cohomologie galoisienne H*(Gal(K,/K), G(Kj)) et commute aux limites
inductives filtrantes de K-corps. Soit donc K’/K une extension finie séparable et considérons le
K-groupe quotient (lisse) H = (HK,/K G)/G. La suite exacte de K-groupes

0—+G— H G—H-—=0
K'|K
donne lieu au diagramme commutatif exact

Hézl(Kv H G) E— HQZI(K,H) — Hlet(K7G) — H(iet(Ku H G)
K'|K K'JK

! | | l

Hzt-l(f?,KgK G) —— H 'K, H) —— H(K,G) —— Hztu?,K/r/[K G).

La seconde fleche verticale (en partant de la gauche) est bijective suivant ’hypothése de récur-
rence. La premiére l'est également en tenant compte du « lemme de Shapiro » [Ser94, 1.2.5]. Par
suite ’application

ker (H, (K,G) — HL(K',G)) — ker(HL (K, G) — HL (K @k K', Q)
est bijective. En passant a limite sur les sous-extensions finies K'/K de K, on obtient que
Hi, (K, G) 5 ker (HL (K, G) — HL (K @k Ky, G)) .

SuivaAnt 3.5.1, le corps K® i K est séparablement clos, d’oil la bijection souhaitée Hi (K, G) —
Hzet (Ka G)

Second cas : G est fini. Soit A l'algébre affine du dual de Cartier de G. Alors G se plonge
canoniquement dans le groupe des unités U de A, qui est un ouvert de Zariski du K-espace affine
sous-jacent & A et est donc lisse. On a donc une suite exacte 1 - G — U — U/G — 1. Les

groupes U et U/G étant lisses commutatifs, ils sont justiciables du cas précédent et ’on conclut
par dévissage.

Cas général. En caractéristique nulle, G est lisse et le premier cas suffit. Si K est de caractéristique
p > 0, il existe un entier n > 1 tel que le quotient de G’ = G/pG par le noyau du morphisme
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de Frobenius itéré soit lisse [SGA3, VII4.8.3]. Ce noyau N = pnG est fini sur K. En tenant
compte des cas précédents, la suite exacte 1 - N — G — G’ — 1 donne donc le résultat par
dévissage. O

3.5.4 Remarques. (a) L’assertion (1) est fausse si K est hensélien mais non admissible. Plus
généralement, soit £ C F une extension de corps mon séparable, de caractéristique p. Alors il
existe une suite (ay,...,a,) dans E, libre sur EP mais liée sur FP, avec n minimal. Considérons
le E-groupe algébrique G noyau de I’homomorphisme

n—1
fi(zr,...,p_1) — Zazfai
=1

de Ggfl dans G,. Alors I'équation f(z1,...,Tn—1) = ay définit un G-torseur non trivial qui est
trivialisé par F. Ainsi I'application naturelle H'(E, G) — H!(F, G) n’est pas injective.

(b) L’assertion (2) est fausse en général pour un K-groupe non lisse comme 'indique le contre-
exemple suivant. On note A 'hensélisé de I, [t] en 0 et K son corps de fractions. Alors le complété
de K est Fy((t)). La fleche K/KP — K/(K)? nest pas surjective car le membre de gauche est
dénombrable alors que le membre de droite ne ’est pas.

(c) Lorsque G est lisse ou K admissible (cas (1) et (2)), le théoréme d’approximation faible 3.5.2,
appliqué & G, peut étre vu comme le cas i = 0 : 'application p° : G(K) — G(I? ) (évidemment
injective) est d’image dense pour la topologie naturelle sur G (I? ).

4. Corps valués admissibles ; le cas d’un groupe G tel que G} ; soit lisse

4.1 Corps valués admissibles : généralités

Donnons d’abord quelques propriétés élémentaires des corps valués admissibles, définis en
1.1.1; elles ne seront pas utilisées ici, et nous en laissons au lecteur les détails des démonstrations.

4.1.1 PROPOSITION. Soit (K,v) un corps valué admissible, de complété K et d’exposant carac-
téristique p.
(1) K est algébriquement fermé dans K.
(2) L’endomorphisme x +— xP de K est fermé.
(3) Si L est une extension finie de K (munie de sa valuation prolongeant v, cf. 3.5.1), alors :
(a) L est admissible;
(b) I’homomorphisme canonique K® kL — L est un isomorphisme ;
(¢) comme K-espace vectoriel topologique, L est topologiquement libre (c’est-a-dire iso-

morphe a K®K) - en particulier tout sous-espace vectoriel de L (et notamment K ) est
fermé dans L.

Donnons seulement quelques indications sur la preuve de l'assertion (3). On sait d’aprés
[Bou75, VI.8.2] que ’homomorphisme de la partie (3)(b) est surjectif et a pour noyau le nilradical
de K@y L ; puisque K /K est séparable, la partie (3)(b) en résulte (et entraine immédiatement la
partie (3)(a)). Pour montrer la partie (3)(c), rappelons d’abord qu’elle est vraie si K est complet :
sur un corps valué complet non discret, tout espace vectoriel topologique séparé de dimension
finie est libre [Bou75, VI.5.2, proposition 4]. Soit maintenant ¢ : L — K une forme K-linéaire,
et montrons que ¢ est continue (ce qui suffit pour montrer la partie (3)(c)). L’assertion (3)(b)
implique que ¢ se prolonge en une forme K-linéaire & LK ; celle-ci est automatiquement
continue d’aprés le cas complet, donc ¢ 'est aussi par restriction.
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4.2 Le théoréme d’approximation fort ; applications

4.2.1 Notations. On désigne par (K, v) un corps valué admissible, par A ’anneau de v, par k
son corps résiduel et par K le complété de K.

4.2.2 THEOREME (« théoréme d’approximation fort »). Sous les hypothéses de 4.2.1, soit 2 un
A-espace algébrique de présentation finie. Pour tout idéal non nul J de A, il existe un idéal non

nul J' C J tel que Z(A) et Z(A/J') aient méme image dans 2 (A/J).

Démonstration. Lorsque Z est un schéma, le théoréme est établi dans [Gre66| pour les valuations
discrétes et dans [MB12b] pour le cas général.

Sinon, il existe d’aprés 3.2.5 un morphisme étale m : 27 — 2, ou 2 est un schéma affine,
tel que (notamment) I'application induite 7 : 27(k) — £ (k) soit surjective.

Or, comme 7 est étale et que A (et donc tout quotient de A) est hensélien, le systéme projectif
(Z'(A/J))s (ou J parcourt les idéaux stricts de A) se déduit du systéme projectif (Z(A/J))s
par le changement de base surjectif 7. L’énoncé est une conséquence formelle de cette remarque
et du cas des schémas (appliqué a 2”). O

4.2.2.1 Remarque. Dans ’énoncé de 4.2.2, on peut prendre J’ de la forme cJ”, ot n € Nyg et
¢ € A~ {0} sont indépendants de J ; nous n’aurons pas a utiliser ce fait.

Le théoréme 4.2.2 a la conséquence suivante, essentielle pour la preuve de 1.2.

4.2.3 THEOREME. Sous les hypothéses de 4.2.1, soit f : X — Y un morphisme propre de K-
espaces, et soit y un point de Y (K). On suppose que la fibre C := ft;é(y) C Xiop est compacte
(observer qu’elle est a priori séparée puisqu’elle s’identifie & (X, )top, cf. 3.2.7.1(3)).

Alors tout voisinage U de C dans Xy, contient un voisinage de la forme ftgé(V), ou V est
un voisinage de y dans Yiop.

De fagon équivalente, si ® C Xiop est un fermé disjoint de C, alors y n’est pas adhérent

a frop(®).

Démonstration. Commencons par le cas ol Y est une K-variété, que I'on peut supposer affine,
la question étant locale sur Yi,p. Choisissons alors un A-schéma affine %, de présentation finie,
de fibre générique Y, tel que y se prolonge en un point y € % (A). Alors #'(A) est un voisinage
de y (identifi¢ a y) dans Y (K); quitte a restreindre U, on peut supposer que U C ftgé(@ (A)).

4.2.3.1 LEMME. II existe un A-espace 2 de présentation finie, de fibre générique X, et un
A-morphisme propre ¢ : 2 — ¥ tel que v : Lx — Y s’identifie a f.

Démonstration. C’est essentiellement le théoréme de compactification de Nagata (voir [CLO09,
Theorem 1.2.1], ou [Con07, Theorem 4.1] pour le cas des schémas), mais il faut prendre garde que
le morphisme naturel X — % n’est pas en général de type fini. Il faut commencer par prolonger X
en un % -espace de présentation finie 27, de fibre générique X : il suffit ensuite d’appliquer le
théoréme cité & 27 — %.

Lorsque X est un schéma, l'existence de 27 résulte des théorémes généraux de [EGAIV,
§ 8]. Pour un espace algébrique, on écrit X comme quotient d'un Y-schéma X’ par une Y -relation
d’équivalence étale R = X, et 'on applique les résultats de loc. cit. au diagramme en question. [

On fixe désormais un « #-modéle propre » ¢ : Z — % comme dans le lemme 4.2.3.1. Le
critére valuatif de propreté implique alors que ft;é(@ (A)) = Z(A) (vus comme sous-ensembles

596



FIBRES PRINCIPAUX SUR LES CORPS VALUES HENSELIENS

de X(K)); nous savons en outre par 3.3.4 (4) que les sous-espaces de Xiop €t Yiop ainsi définis
coincident avec les espaces 24 top €t %4 top définis en 3.3.1. Nous pouvons donc, dans I’énoncé,
remplacer Xiop et Yiop par Zu top et % top; en particulier, une base d’ouverts de 24 op est
fournie par les boules By (&, J) (§ € 2 (A), J idéal non nul de A) définies en 3.3.1.

Nous noterons 27 le produit fibré 2" x4 5 Spec (A) : c’est un sous-espace fermé de 2~ et
un A-schéma propre, et 23;(A) s’identifie & C'. La compacité de C implique donc que, quitte &
restreindre U, on peut supposer que celui-ci est, pour J convenable, de la forme

U = UBxEJ)
e

= {¢e2(A) | Ie 25A), Emod J=¢ mod J } .
Le théoréme d’approximation 4.2.2, appliqué avec 2 = 27, fournit un idéal J' C J de A tel que
Z5(A)J") et Z;(A) aient la méme image dans 25(A/J).

Posons alors V' := By (y,J'); soit & € ¢ }(V), et vérifions que ¢ € U. Par hypothése,
@(¢ mod J') = y mod J', de sorte que { mod J' € 2Z5(A/J’). Vu le choix de J’, son image dans
25(A/J), qui est évidemment £ mod J, se reléve en un point de 23(A); autrement dit, on a
& € U, comme annonceé.

Ne supposant plus que Y est un schéma, choisissons une K-variété affine Y’ et un morphisme
étale m : Y — Y tel que y se reléve en y € Y/(F'). Considérons le produit fibré X' := X xy Y’
et le diagramme correspondant d’espaces topologiques

!
Ttop

C'—— X{Op — Xiop

l/ ift/op lftop

{y'}° y' -y
—1

ot I'on a posé C' = fi 5 (y') C X'; on sait (3.2.7.1) que m{,, induit un homéomorphisme de C’

sur C, de sorte que C’ est compact.

Posons U’ = W{EI}(U ) : c’est un voisinage de C’ dans X{,,. Il contient donc, d’aprés le cas déja

établi, un voisinage de la forme ft';pl

C = 7{op(C") C Tlop(flon (W) C mop(U") C U .

top

(W'), ot W' C Yy, est un ouvert contenant 3'. On a donc

Bien que le diagramme ci-dessus ne soit pas nécessairement cartésien, le diagramme sous-jacent
d’ensembles 'est, de sorte que

-1 -1
Top(Fiop (W) = fiop(Tiop(W)) -
Mais op st ouverte puisque 7 est étale (3.2.8) donc V' := mop (W) est un voisinage ouvert de y

dans Y;op, et les relations qui précédent montrent que ftgé(V) C U, ce qui achéve la démonstration.
O

4.2.4 COROLLAIRE. [MBI12b, 1.3|] Sous les hypothéses de 4.2.1, soit f : X — Y un morphisme
propre de K-espaces. Alors I'image de fiop est fermée dans Yiep.

Démonstration. Appliquer le théoréme 4.2.3 au fermé ® = X, et & un point y ¢ Im(fiop). O

4.2.5 COROLLAIRE. Sous les hypothéses de 4.2.1, soit f : X — Y un morphisme propre de
K -espaces.

(1) Posons Z := {z € Yiop | ftgll)(z) est compact }. Alors la restriction fiop,7 : ftgé(Z) — Z de
frop au-dessus de Z est topologiquement propre.
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(2) Posons Zy := {z € Yiop | Card (ftgllj(z)) = 1}. Alors la restriction fiop z, de fiop au-dessus
de Z1 est un homéomorphisme.

Démonstration. Pour I'assertion (1), il suffit de montrer que fiop 7 est fermée (puisqu’elle est
a fibres compactes, cf. [Bou71, I, §10, n°2, théoréme 1|). Or c’est une conséquence immédiate
de la derniére assertion de 4.2.3. On en déduit l'assertion (2) puisque fiop,z, est bijective par
construction, et elle est propre d’aprés Iassertion (1) car Z; C Z. ]

4.2.6 COROLLAIRE. Sous les hypothéses de 4.2.1, soit f : X — Y un morphisme fini de K-
espaces. Alors fiop est fermée (et donc propre).

4.2.7 Remarque. Le corollaire 4.2.6 peut s’obtenir de maniére plus directe et élémentaire : pour
le cas d’une valuation de rang 1, voir par exemple [MB12a, proposition 2.2.1].

4.3 Groupes G tels que G}, soit lisse
On désigne par F' un corps topologiquement hensélien et vérifiant la propriété suivante : pour
tout morphisme fini f: X — Y de F-variétés, 'application fiop : Xtop — Yiop est fermée.

D’apres 4.2.6, ces conditions sont vérifiées notamment si F' est un corps valué admissible.

4.3.1 THEOREME. Soit G' un F-groupe algébrique tel que le F-schéma Gy, soit lisse (c’est donc
automatiquement un sous-F-groupe de G°). Soient Y un F-espace et f : X — Y un G-torseur.
Alors fiop : Xtop — Yiop €st ouverte sur son image; en outre celle-ci est fermée dans Yiop, et
elle est ouverte si F' est parfait.
Si de plus Y est localement séparé, alors fiop fait de Xiop un Giep-fibré principal sur son
image.

4.8.1.1 Remarque (cf. remarque 3.4.2.1). Dans le cas d’un corps valué admissible, cet énoncé est,
tout comme 3.4.2, conséquence du théoréme principal 1.2, qui sera établi sans en faire usage.

Démonstration de 4.3.1. La question étant locale sur Y;,p, nous pouvons supposer que Y est un
schéma.

OnaGpy C G, de sorte que G/GY est fini sur F.

Posons Z := X/G¥, de sorte que f se décompose en X b 7 9% v, Comme G est lisse et
F' topologiquement hensélien, la proposition 3.4.1 montre que hop est ouverte et que son image
Ziop est (ouverte et) fermée dans Ziop.

D’autre part g est un morphisme fini (et en particulier Z est un schéma), donc g, est fermée ;
en outre, le corollaire 2.4.2 nous dit qu’elle est injective. C’est donc un homéomorphisme sur un
fermé de Yiop, ainsi que sa restriction a Zt’op. Enfin, si F est parfait, alors G = Gyeq €t ¢ est
radiciel, donc (F' étant parfait) giop est bijective et est donc un homéomorphisme : I'image de
frop s’identifie via giop & celle, ouverte, de hiqp.

Enfin, si Y est localement séparé, alors Z l'est aussi puisque g est un morphisme séparé,
donc Xiop est un Giop-fibré principal au-dessus de Zj,, (3.4.1 & nouveau). O

4.3.2 COROLLAIRE. Soient G un F-groupe algébrique et f : X — Y un G-torseur, ot X etY sont
des F-espaces. On suppose que G° est de type multiplicatif. Alors fiop @ Xiop — Yiop €st ouverte
sur son image, qui est fermée dans Yiop ; si Y est localement séparé, c’est méme un Giop-fibré
principal sur cette image.

Démonstration. Cela résulte de 4.3.1 et du fait que G est lisse. O
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5. Un théoréme de compactification

On désigne par k£ un corps quelconque, et par ks une cloture séparable de k; les résultats de
cette section n’ont d’intérét que si k n’est pas parfait.

5.1 DEFINITION. Soit X une k-variété munie d’une action d’un k-schéma en groupes G. Nous
appellerons compactification G-équivariante de X une immersion ouverte G-équivariante j : X —
X¢ ou X€ est une k-variété propre munie d’une action de G.

Dans cette situation, les points et sous-schémas de X°¢ ~\ X seront dits « & I'infini ».

On observera que, dans cette définition, 'immersion j n’est pas supposée schématiquement
dense. Nous avons fait ce choix pour la commodité de la rédaction; pour les applications ou la
densité est requise, il suffit de faire appel au lemme suivant.

5.1.1 LEMME. Soit Z une k-variété munie d’une action d’un k-schéma en groupes G, et soit
Y C Z un sous-schéma stable par G. Alors I'adhérence schématique Y de Y dans Z est stable
par G.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

GxrY c GxpY

Pl

Y - X

ot les fléches o et B sont déduites de I’action de G. Il s’agit de voir que « se factorise par Y. Or
a~1(Y) est un sous-schéma fermé de G x Y qui contient G x; Y, et G XY est schématiquement
dense dans G x; Y puisque 'immersion Y < Y est schématiquement dense et que G est plat sur
Spec(k). Donc o 1(Y) = G x;, Y, d’ott la conclusion. O

Le premier auteur a annoncé des résultats de compactification généraux pour les groupes
algébriques [Gab12] qui généralisent un résultat de Borel-Tits pour les groupes algébriques affines
sur un corps parfait [BoT65, théoréme 8.2| ainsi que le cas d'un k-groupe commutatif [BLRIO0,
§10.2, théoréme 7|. Nous nous intéressons ici & la variante suivante.

5.2 THEOREME. Soient G un k-groupe algébrique et H = GY le plus grand sous-groupe lisse de
G (cf. 2.4). Soit J un k-groupe algébrique lisse agissant sur G par automorphismes de groupe.
Alors X := G/H admet une compactification G x J-équivariante X¢ munie d’un fibré en droites
ample G x J-linéarisé et satisfaisant X (F) = X¢(F) pour toute extension séparable E de k (ce
qui équivaut a dire que X°(k;s) = {zo, }, ot zo désigne la classe neutre de X (k)).

Si de plus G satisfait la condition (%) de 2.4.3, on peut imposer en outre la condition que pour
toute extension séparable K de k, X n’admette aucune K-orbite a I'infini pour I'action de G .

Suivant le §2.4, 'action du k-groupe lisse J sur GG normalise H si bien que 'on a une action
de G % J sur G/H. Si G est affine et J = 1, alors I’énoncé ci-dessus est un cas particulier de
[Gab12, Theorem A]. Il se trouve que ce cas particulier est bien plus simple que le cas général, et
nous en donnons une démonstration ci-dessous.
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5.3 Démonstration du théoréme 5.2 : dévissage

5.3.1 DEFINITION. Soient k£ un corps, ks une cloture séparable de k, G un k-groupe algébrique, H
un sous-groupe algébrique de G. Soit J un k-groupe algébrique qui agit sur G par automorphismes
de groupes et qui normalise H. On note X le G-espace homogéne G/H.

Une bonne G Xy J-compactification de X est la donnée :
— d’une k-variété projective X¢, munie d’une action & gauche de G x, J,
— d’un fibré en droites ample G X, J-linéarisé L sur X¢,
— d’une immersion ouverte G X J-équivariante j : X — X¢

tels que le groupe G(ks) opére transitivement sur X (k) (ce qui implique notamment que X (ks) =
J(X(ks))).

Si de plus X¢ n’admet aucune G-orbite a l'infini définie sur une extension séparable de k, on
dit que X€ est une trés bonne compactification.

5.3.2 Remarques. (1) Dans 'énoncé du théoréme 5.2, la condition sur X¢(ks) équivaut trivia-
lement a dire que l'action de G(ks) sur X¢(ks) est transitive. On peut donc reformuler 5.2
en disant que X admet une bonne compactification, et une trés bonne compactification si G
veérifie (x).

(2) Pour démontrer 5.2, nous allons donc procéder comme suit. Si le résultat est en défaut pour
(G, H) et J, il existe un plus petit sous-groupe G’ (normalisé par J) de G contenant H tel
qu’il soit encore en défaut pour (G’, H). Remplagant G par G’, nous pouvons donc supposer
que pour tout sous-groupe H’ de G normalisé par J tel que H C H' & G, le H'-espace
homogeéne H'/H admet une bonne H' x J-compactification. La construction fondamentale
de la démonstration consiste alors & exhiber un tel sous-groupe H’ tel que G/H’ ait une
bonne G x J-compactification; on conclut ensuite grace a I’énoncé de dévissage 5.3.3 ci-
dessous, inspiré des constructions de [BLR9I0, §10.2].

5.3.3 PROPOSITION. Soient k un corps, G un k-groupe algébrique, H C H' des sous-groupes
algébriques de G. Soit J un k-groupe algébrique agissant sur G par automorphismes de groupe
en laissant stables H et H'.

On suppose que G/H' admet une bonne (resp. trés bonne) G x J-compactification et que
H'/H admet une bonne (resp. trés bonne) H' x; J-compactification. Alors G/H admet une
bonne (resp. trés bonne) G Xy, J-compactification.

Démonstration. Posons X = G/H', Y = G/H, et considérons les morphismes canoniques (et
G xy, J-équivariants) G — Y 4, X. Le composé G — X fait de G un H'-torseur a droite
au-dessus de X.

Posons Z = H'/H (qui s’identifie & ¢~ (xg) ot 29 € X (k) est la classe neutre). Il existe par
hypothése une bonne H’ %y J-compactification Z < Z¢ de Z, munie notamment d’un fibré en
droites ample H' i, J-linéarisé N.

On considére alors le produit contracté Y°¢ := ' ze & X D’aprés le §2.3, Y€ est re-

. . H' .
présentable par un k-schéma projectif sur X ; de plus, M := G A N est un fibré en droites
G X J-linéarisé sur Y ¢, ample relativement a X.

Par hypotheése, X admet une bonne G xj, J-compactification X¢; nous avons donc un dia-
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gramme commutatif de k-variétés munies d’actions a gauche de G 1y J :

Y=G/H eye=g" z¢ (1)

Ny’

X =G/H <L . xe

ou tous les morphismes sont G X J-équivariants, i et j étant des immersions ouvertes ; de plus Y
(resp. X€) est projectif sur X (resp. sur k) et est muni d’un faisceau inversible G x J-linéarisé M
(resp. L), ample relativement a X (resp. k). On a alors le résultat de prolongement suivant.

5.3.3.1 LEMME. Considérons un diagramme P = U <y V de k-variétés munies d’actions d’un
k-groupe algébrique I', les morphismes étant I'-équivariants. On suppose que :

— 7 est une immersion ouverte;
— 7 est projectif et P admet un faisceau inversible I'-linéarisé ., ample relativement a .
Alors il existe un diagramme cartésien I'-équivariant

P—— P

|k

Uelsv
ou 7' est projectif et on P’ admet un faisceau inversible I'-linéarisé, ample relativement a ©’ et
prolongeant une puissance de £ .

Démonstration. Quitte & remplacer . par une puissance convenable, on peut le supposer trés
ample relativement a m, de sorte que l'on a une U-immersion fermée canonique P — P(&)
ou & = m..%; de plus, comme £ est I'-linéarisé, I'action de I'" sur P est induite par une I'-
linéarisation de & sur U. D’aprés un lemme de prolongement de Thomason [Tho83, 2.2], il existe
un Oy-module cohérent I'-linéarisé &’ prolongeant &. Il suffit de prendre pour P’ I'adhérence
schématique de P dans P(&”), qui est stable sous I' d’aprés 5.1.1. O

Si l'on applique le lemme 5.3.3.1 au diagramme Y¢ — X — X¢ avec les actionsde I' = G X J,
on voit que le diagramme (1) se compléte en

yo bt ye P yee

NS

Xt xe
dans lequel le carré est cartésien, ¢°¢ est projectif et Y ¢ est muni d’un faisceau ¢“>-ample G xy, J-
linéarisé M€, prolongeant une puissance de M. Dans ces conditions, pour m € N assez grand,
le faisceau inversible (évidemment G xj J-linéarisé¢) M€ ® (q°)* L™ est ample sur Y [EGATI,
(4.6.13)(i1)].

I reste & montrer que G(ks) opére transitivement sur Y ““(ks). Soit donc y € Y ““(k;) : montrons
que y € G(ks).yo i, ot yo est la classe neutre de Y. L’image de y dans X¢ appartient & X (k)
donc a l'orbite sous G(ks) de l'origine xq , de X (ks), puisque X est une bonne compactification.
On peut donc, en faisant opérer G(ks), supposer que ¢°(y) = xg k. Or (¢°) ! (xo) s’identifie a Z¢,
et 'hypothése de bonne compactification pour Z entraine que H'(ks) opére transitivement sur
Z%(ks), de sorte que y est bien dans l'orbite de yo ..
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On suppose maintenant que X¢ (resp. Z€) est une trés bonne compactification de G/H’
(resp. H'/H). Soit E/k une extension séparable et W C Y X E un sous-espace localement
fermé qui soit une G-orbite. On veut montrer que W C Y xj E. Sans perte de généralité, il est
loisible de supposer que F = k. La projection de W par ¢“¢ est une G-orbite de X¢, donc est un
sous-espace de X selon notre hypothése. Par suite W est un sous-espace de Y ¢. Par homogénéité,
Papplication W — X est surjective. On note ¢ le point privilégié de X = G/H. Alors la fibre W,
est un sous-espace localement fermé de Z¢, qui est une H'-orbite. Notre hypothése implique que
Wy, C Z C Y. Par homogénéité, on conclut que W C Y. ]

5.4 Démonstration du théoréme 5.2 : construction et fin

Posons G.r = Spec'(G, 0¢) : alors d’aprés [SGA3, VI, théoréme 12.2], le morphisme naturel
G — G¢ induit un isomorphisme G/N = G, ot N C G est distingué et lisse, et en particulier
contenu dans H. On peut donc remplacer G par G, et supposer que G est affine (en gardant
bien str l'action de J).

On note k' le corps de définition du k-groupe lisse (G X}, k)req; C'est une extension finie
radicielle de k dont on note d le degré. On dispose d’une immersion fermée G xj, J-équivariante
J G = [lp Gw [CGP10, A.5.7]; on identifiera G et j(G). On pose

H=GN ] Gyrea € I Gw :
k' /k K /k

ce k-groupe contient H et satisfait H (k) = H(ks). On observe que l'action de J respecte H. En
effet, le morphisme d’action Jy X G — Gy donne lieu & un k-morphisme

(Jor Xar Gt red) roq — (T Xt G g = G red -

Comme Jjy est géométriquement réduit, Jy X G req est réduit [GW10, 5.49.ii], d’ott un mor-
phisme Ji X Gs red — Gi/ red. Ainsi Jiy normalise Gy req €t J normalise ][,/ Jk G/ rea €t H.

5.4.1 LEMME. H = G si et seulement si G est lisse.

Démonstration. Si G est lisse, alors k = &k et

ﬁ:G: H Gk;/ = H Gk’,red-
k' /k k' [k

Réciproquement, on suppose que H = G, c’est-a-dire que j (G) C [y Ik G/ red- On a donc un
diagramme commutatif

Hk//k Gk’,red
7

e
b
e

GC—>Hk’/k Gy .

Effectuant le changement de base k’/k, on obtient un diagramme commutatif

q1
<Hk//k Gk’,red) o — Gk’,red
-

e
e
-
re
7

Gy ——— (Hk//k Gk’)k, 2 G
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ol q et g1 sont les morphismes d’adjonction [CGP10, A.5.7|. Or, la composée des fléches inférieures
est I'identité de G : on conclut que Idg,, se factorise par I'inclusion de Gy req dans Gy, ce qui
signifie que G/ req = G/, donc que G est lisse. ]

Le k'-schéma Q' := Gj/ /Gy red est le spectre d'une k’-algebre locale artinienne A’ de corps
résiduel k; on note s : Spec (k') — @’ son point fermé. Nous allons appliquer a cette situation
les constructions du § 2.5, dont nous reprenons les notations : ainsi, V' désigne le k-schéma sous-
jacent a Q', W = Hk,/k Q' la restriction de Weil de Q' sur k, et V14 = Hilb“i,/k le schéma de

[d] est

Hilbert des sous-schémas finis de longueur d de V. Noter qu’ici V' est fini, de sorte que V'
projectif sur k et admet un fibré en droites ample G x J-linéarisé (lemme 2.5.5), et que W est

affine comme restriction de Weil d’un k’-schéma affine.
On a de plus une action naturelle de G xx J sur V compatible au morphisme o : V' — Spec(k’)
définissant le k’-schéma Q’.
Selon le § 2.5, on dispose d’un k-morphisme qui est une immersion ouverte G X J-équivariante
w: W — v,

En particulier, le point s € W (k) = Q' (k') a pour image dans V¥ (k) le sous-schéma fermé réduit
{s} de V, qui est bien de degré d sur k. Par abus, on notera encore s le point correspondant de
W (ks).

Observons que V14 (k,) = W(k,) = {s} : ceci résulte du fait que V @y ks est local de corps
résiduel k' ®y, ks, extension de degré d de k.

Le groupe G agit sur le couple (V[d]7 W), et le stabilisateur de I'unique k-point s de V[d](k:)
est H. Ceci produit un morphisme d’orbite i : G/H — W qui est une immersion (2.1.2). Utili-
sons la méme notation X pour le quotient G/ H et pour son image par le composé i : G/ H —
W — VI et notons X¢ Padhérence schématique de X dans V19, Alors X¢ est une compacti-
fication G' x; J-équivariante de X, et c’est méme une bonne G X, J-compactification puisque
X¢(ks) = X (ks) = {s}. Enfin le lemme 5.4.1 nous dit que H ¢ G, sauf dans le cas trivial on @
est lisse. Comme expliqué dans la remarque 5.3.2(2), ceci suffit & conclure compte tenu de la
proposition 5.3.3.

Nous allons raffiner argument dans le cas ou le groupe G satisfait la condition (%) afin de
montrer que la compactification construite est trés bonne. Tout d’abord, le k-groupe H satisfait
lui aussi ’hypothése (%) puisqu'’il contient G (lemme 2.4.5 (2)) et la récurrence fonctionne bien en
appliquant le raffinement de la proposition 5.3.3. L’unique chose a vérifier est que X° n’a aucune
G-orbite a I'infini définie sur une extension séparable de k. Soient donc E une extension séparable
de k et I C (X)p une Gg-orbite. Alors ¥’ ® E est un corps, donc le théoréme 2.5.4 indique que
I C Wg. Pour conclure, il suffit donc de montrer que X = X¢N W, c’est-a-dire que X est fermé
dans W. Comme W est affine, cette assertion résulte (compte tenu de I'hypothése (*)) du lemme
2.4.7, ce qui achéve la démonstration.

6. Démonstration du théoréme 1.2

On suppose désormais que K est un corps valué admissible, et 'on se donne G et f : X = Y
comme dans 1.2, dont nous allons achever la preuve. Les cas particuliers ot G est lisse (3.4.1)
et o K est parfait (4.3.1) ont déja été traités. Il reste & montrer les assertions (1)(a) et (1)(c)
(I C Yiop est localement fermé, et est fermé sous la condition (x)), (2) (fiop est ouverte sur I),
et (3) (Xtop — I est un Gyop-fibré principal si Y est localement séparé). On fixe une cloture
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séparable de K, notée K.

Notons H = G le plus grand sous-groupe lisse de G (2.4). Suivant le théoréme 5.2, G/H admet
une compactification G-équivariante (G/H )¢, ayant l'origine comme unique point séparable. Sous
la condition (*), nous supposerons en outre que (G/H)® est une trés bonne compactification.

. . G . . .
Considérons le produit contracté Z¢ := X A(G/H)® : c’est une compactification relative a Y’

(c’est-a-dire propre sur V) de Z := X g\J(G/H ); ce dernier n’est autre que le quotient X/H.
Posons Z° := Z°¢\ Z (avec sa structure réduite, par exemple). On a un diagramme commutatif

X_Tegcd ge i 5g

~N

dans lequel 7 est un torseur sous le groupe lisse H, j est une immersion ouverte, ¢ est 'immersion
fermée complémentaire, h¢ et h° sont propres.

6.1 LEMME. L’application hiop @ Z(K) — Y (K) est injective, et les images de hiop et de hgg,
sont disjointes. Si de plus (G/H) est une trés bonne compactification (et notamment si G vérifie

(*), d’aprés nos conventions), alors on a Z°(K) = Z(K), de sorte que Im(htop) = Im(hS,,)-

Démonstration. L’injectivité résulte du corollaire 2.4.2. Notons L 'image de hiop. Pour y € L,
considérons les fibres Z, C Z; de h et h° en y de sorte que Z,(K) a un seul élément z, qui est
méme le seul point séparable de Z,. Puisque 7 est lisse et surjectif, 71 (2)(K;) # 0, et donc le

G-torseur X, devient trivial sur K, de sorte que (Zy) . est isomorphe a (G/H)%_ et a donc, lui

aussi, un seul point séparable ; autrement dit, Zg°(Ks) = (). Ceci montre que L NIm(hgy,) = 0.

Supposons que (G/H)¢ soit une trés bonne compactification. Soit z € Z°(K) et montrons
que z € Z(K). Posons y = h°(z) € Y(K). Alors Z s’identifie & X, 9\;(G/H)c qui est muni d’'une
action a gauche du K-groupe algébrique G’ = Auts(X,) (2.3.2). Considérons la K-orbite T de
z dans Zj sous G’ (remarque 2.1.4.(i)). Celle-ci correspond canoniquement, d’aprés 2.3.2; & une
K-orbite Ty de (G/H )¢ sous 'action de G. Vu notre hypothése, on a Ty C G/H, et donc T C Z,
et z € Z(K). O

Ceci implique déja que
L = Im(hg

top) N Im(h‘togp)
et, puisque h¢ et h° sont propres, les deux images au membre de droite sont fermées dans Yi,p
(corollaire 4.2.4), de sorte que L est localement fermé. Sous I'hypothése (*), on a méme L =
Im(h,,) qui est fermé.

En outre, I'assertion (2) du corollaire 4.2.5 entraine que htop est un homéomorphisme sur son
image (c’est en effet la restriction de h{,  au-dessus de L, qui est contenu dans I’ensemble noté Z;

dans loc. cit.).

c
top

En résumé, fiop se décompose comme suit :

Ttop

Xiop —= U > Ziop —> L = Yiop
ot l'on a posé U = Im(miep) C Ziop €t Ol :

— la premiére fleche Xy, — U est surjective et ouverte, et est une Gyop-fibration principale si
Y, et donc Z, est localement séparé ;
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— U <= Ziop est un plongement ouvert et fermé;
— Ziop 5 L est un homéomorphisme ;
— L — Yi,p est un plongement localement fermé, et fermé sous I’hypothése (*);

(bien entendu, les deux premiéres propriétés résultent de la proposition 3.4.1 puisque 7 est un
torseur sous le groupe lisse H, et que Hiop = Giop). Ceci achéve la démonstration du théoréme.

7. Exemples et compléments

7.1 Un exemple d’orbite topologique non fermée

Soit K un corps topologique (séparé et non discret), de caractéristique p > 0 et non parfait ;
nous allons donner un exemple d’'un K-groupe algébrique G et d’un sous-groupe H tels que
I'image de G(K) dans (G/H)(K) ne soit pas fermée.

On notera o : K — K l’endomorphisme de Frobenius, et Ky C K son image (que I’on munira
de sa topologie de sous-espace de K'). On considére I'action du K-groupe G := G, x G, (produit
semi-direct pour l'action standard de G, sur G,) sur la droite affine Al donnée par

(z,y).z = 2P +yPz (2 € Ga, y € Gy, z € AL).

Ainsi A}{ est un K-espace homogéne & gauche sous G et le stabilisateur de 0 est le K-sous-groupe
fermé o, X g Gy

Fixons z € K \ K| et considérons 'application d’orbite w, : g — g.z de G(K) dans K. Elle
est injective et son image est G(K).z = Ko+ K z C K, qui ne contient pas 0; mais puisque K *
est dense dans K (K est non discret), Padhérence de G(K).z contient 0, donc G(K).z n’est pas
fermeée.

Le stabilisateur G, du point z satisfait G,(K;) = 1 et donc Gi = 1. Par ailleurs, vu que G
agit transitivement sur A}(, G, contient un k-tore de rang un. Ainsi le groupe G, ne satisfait pas
la condition (%) ce qui est cohérent avec le fait que le G,-torseur G — G /G, ne satisfait pas le
théoréme 1.2 (1)(c).

7.1.1 Remarques. Le lecteur pourra vérifier les compléments suivants :

(1) (a) G(K).z est localement fermée dans K si et seulement si Ky et E, := Ko+ Kyz sont
fermés dans K ;

(b) pour que w, soit stricte (donc un homéomorphisme sur son image), il faut et il suffit que
o soit un homéomorphisme sur Ky (ce qui est toujours le cas si K est un corps valué)
et que E, soit topologiquement libre (comme Kj-espace vectoriel).
(2) L’orbite de 0 sous G(K) est Ko; en particulier elle est localement fermée si et seulement
si Ko est localement fermé (donc fermé) dans K.
L’application d’orbite correspondante g — ¢.0 est stricte si et seulement si o est un homéo-
morphisme sur Ky ; dans ce cas, G(K) — Kj a une section continue donnée par t — (tl/p, 1)
donc est un torseur trivial sous K.
7.2 Contre-exemples sur un corps valué hensélien non admissible

Soit A un anneau de valuation discréte hensélien, de caractéristique p > 0, et soit v € A tel
que v ¢ A et vP € A; des exemples d'une telle situation ont été construits par Nagata [Nag62,
A1, (E2.1)] et par F. K. Schmidt (voir [Kuh, 11.40] ou [BLR90, § 3.6, Example 11]). On note K
le corps des fractions de A, muni de la topologie de la valuation.
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7.2.1 Une orbite non localement fermée. Considérons le morphisme de Frobenius @ :
A}{ — A}( : 'image Ko de @, n'est pas fermée puisque v est adhérent a Ko, mais n’est pas
dans K. Puisque c’est un sous-groupe de K, elle n’est pas non plus localement fermée.

Comme @ est fini, ceci montre aussi que ’on ne peut pas supprimer I’hypothése admissible
dans 4.2.6.

7.2.2 Une application d’orbite non stricte. Reprenons maintenant l’exemple de 7.1 avec
ce méme corps K et en prenant z = vP. L’application d’orbite (injective) w, est

w,: K x K* — K
(z,y) — P +yPz

qui n’est pas un homéomorphisme sur son image Ko+ K z : en effet, soit (t,)nen une suite
d’éléments de K* tels que lim,, s 1 o th = 2. Alors la suite (0, 1/t,) ne converge pas dans K x K*,
mais son image par w, est la suite (z/th) qui converge vers 1 = w, (0, 1).

7.3 Espaces non localement séparés.

Soit F' un corps topologiquement hensélien non discret de caractéristique différente de 2.
Considérons le morphisme

r: R:=Ap1G,r— A%
dont la restriction & A}, (resp. & Gy, ) est le morphisme diagonal (resp. le morphisme z —
(2, —x)). Alors R est une relation d’équivalence étale sur Al ; considérons le faisceau étale quotient

7: Ah=L->X=L/R

qui est un F-espace. Le morphisme r coincide avec le monomorphisme naturel Lx x L — Lx gL, de
sorte que riop n’est pas un plongement topologique (son image est la réunion des deux diagonales
de F?). On en déduit par 3.2.7 (1) que la bijection (L x x L)top = Ltop X X,op Ltop n'est pas un
homéomorphisme.

Notons ly € L(F) l'origine de L. La projection o, n’est pas un homéomorphisme local en ly
puisqu’elle n’est pas localement injective (tout voisinage de [y contient un point [ # [y et son
Opposeé).

7.3.1 Description de Xi,,. Le morphisme f : x — 22 de A}; dans A}; se factorise par ,
donnant naissance & un diagramme commutatif
L—">X -2 M:=AL
g
f

dans lequel 7 est étale et surjectif et ¢ induit un isomorphisme au-dessus de G,, . Notons
lo € L(F) Dorigine de L et xg et mg ses images dans X et dans M, et L* (resp. X*, M*) les
ouverts de L (resp. X, M) complémentaires de ces points.

Il est clair que Xtop est réunion de l'ouvert X¢,, (qui sidentifie a M, = F* par giop) et de
I'image I de myop. Comme 7riop, est ouverte (3.2.8), I est aussi un ouvert de Xiop, et ¢ induit une
bijection de I sur 'ensemble @ des carrés de F. Cette bijection est méme un homéomorphisme
(remarquer que fiop st ouverte sur son image) de sorte que Xiop peut se décrire comme la somme
topologique Xiop = QIlgx F*, o Q* C F* est I'ensemble des carrés non nuls. Vu les hypothéses
faites sur F', Q* est ouvert et fermé dans F'*, qui est donc somme disjointe de @ et de F'\. Q) :
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en conclusion,
Xiop = QI (F N Q).

7.8.1.1 Remarque. Le morphisme ¢q : X — M est un exemple de « bug-eyed cover » au sens de
[Kol92, § 4.

L’espace X apparait aussi dans [Sch02| comme exemple d’un espace algébrique admettant
un Gy,-torseur non localement trivial pour la topologie de Zariski; ce dernier s’obtient, par le
changement de groupe pp — Gy, r, & partir du po-torseur que nous allons décrire plus bas (7.3.4).

7.3.2 Le cas ou F'=R. Dans ce cas, la description ci-dessus montre que Xy, s’identifie (via
q : Xtop — R) a la somme disjointe des intervalles R et R>o. L’application 7y, s’identifie a
I'application ¢ + t? de R dans Rsq; ici, elle admet en tout point de Lyop des sections locales
continues.

7.3.3 Le cas ou F' = C. Alors giop : Xtop — C est un homéomorphisme, et 7, n’admet pas
de sections locales continues au voisinage de x.

On remarquera que 'injection naturelle X (R)op < X (C)top n'est pas un plongement topo-
logique.

7.3.4 Un pg-torseur sur X. Nous allons construire un po-torseur « : X — X tel que l'ap-
plication induite )~(top — Im(atop) ne soit pas un {£1}-fibré principal. Considérons deux exem-
plaires L; et Lo de L (avec origines [; et l2) et recollons-les en identifiant les ouverts L] et L% de
la maniére évidente. On obtient une F-variété non séparée X , qui est la « droite & point dédou-
blé » bien connue. Il existe une unique involution o de X qui induit sur X* =Gy I’application
x — —x, et qui échange les images de [y et lo. On en déduit une action libre de uo sur X , et il
est facile de vérifier que 'application évidente « : X — X héritée des projections L; = L = X
(1 =1, 2) identifie X au quotient de X par cette action et fait de X un pa-torseur sur X. L’image
I de avop est celle de miqp, et Xtop n’est pas un {+1}-fibré principal sur I car I est séparé et )Ztop
ne 'est pas.

Si F' =R, I s’identifie & Ryq et Xtop a la réunion de deux exemplaires L1 top €t Lo top de R,
identifiés le long de R* ; 'application o, envoie Ljtop (¢ = 1,2) sur I par I'application t — 2.
On voit donc que 7y, a quatre sections continues s;. (i = 1,2 ;¢ = £1), oil s;, envoie le point
d’abscisse u de I sur le point d’abscisse ey/u de L top.

Si F' = C, mop n'a pas de section continue.

7.8.4.1 Remarque. Le Gy,-torseur de Schroer [Sch02], déja mentionné en 7.3.1.1, s’obtient comme
quotient de L X Gy, r par la relation d’équivalence qui identifie (z, ) € L* xp Gy, p & (—2, —A).
Il donne un autre exemple ou la conclusion de 1.2 (3) est en défaut; cette fois le groupe G est
lisse et connexe.

7.3.5 Encore un torseur sur X. Pour le lecteur qui jugerait artificiels les exemples précé-
dents, nous allons débusquer le méme espace X « dans la nature », comme quotient d’une honnéte
variété (quasi-affine) par une action de groupe. Soit U C A% = Spec F[x, y] I'ouvert complémen-
taire de l'origine. Soit T" le tore maximal de SLy p formé des matrices (6\ )\91) (A #£0), et soit
G=TUpT oup= ((1) _01 ) En d’autres termes, G est le sous-groupe de SLo r stabilisant la paire

{h,—h} ou h est la forme quadratique (z,y) — xy, et T' = G° = SO(h).
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Il est immédiat que G opére librement sur U, mais qu’il a deux types d’orbites :

— les réunions de deux hyperboles « opposées », d’équation de la forme (zy — a)(xy +a) =0
(avec a # 0);

— la réunion des deux axes, privée de l'origine.

Considérons d’abord le quotient de U par T'. Soient U7 et Us les ouverts de U complémentaires des
deux axes : alors la fonction xy induit un isomorphisme de T\U; (resp. T\Uz) sur un exemplaire L;
(resp. Lo) de la droite affine, et il est facile d’en déduire un isomorphisme T\U = X, ou X est
défini en 7.3.4. Noter que U — X est localement trivial pour la topologie de Zariski et qu’en
particulier I'application induite Ugep — )?top est un Tiop-fibré principal.

La matrice p induit sur X Pinvolution o de 7.3.4 : elle transforme I’hyperbole zy = a en
xy = —a, et elle échange les deux axes. Par suite le quotient G\U n’est autre que X, et U est
un G-torseur sur X. Ici encore, Uiy, n’est pas un Giop-fibré principal sur son image, puisqu’il se
factorise par )?top — I qui n’en est pas un, et que Uyop — )Z'top est surjectif.

7.4 Cas d’un schéma en groupes non constant

Soient K et Y comme dans le théoréme 1.2. Il est naturel de se demander ce que 'on peut
dire de fiop : Xtop —+ Yiop lorsque f : X — Y est un torseur sous un Y-espace en groupes &, non
nécessairement « constant » sur Y (par abus, nous appellerons constant un groupe Y X i G ot G
est un K-groupe).

Un cas particulier important est celui d’'un groupe & localement constant (au sens étale ou
fppf). Méme dans ce cas, la stratégie de démonstration utilisée pour 1.2 se heurte immédiatement
a I’absence d'un analogue du sous-groupe G?.

Dans la suite, nous supposerons en général que la base Y est localement séparée ; ceci assure
que Bop — Yiop est un « groupe topologique relatif » opérant sur Xop (3.2.7 (iv)).

7.4.1 PROPOSITION. Soient F' un corps topologiquement hensélien, Y un F-espace localement
séparé, ® un Y -espace algébrique en groupes lisse de type fini et quasi-séparé, f : X — Y un
&-torseur. Alors fiop admet des sections locales en tout point de Xiop ; en particulier elle est
ouverte et I’application induite Xiop, — Im fiop est une Gyqp-fibration principale.

Démonstration. Le morphisme f est lisse et Y est localement séparé donc fiop, admet des sections
locales (3.2.8 (3)). (L’hypothése de quasi-séparation est 1a pour assurer que & est un F-espace au
sens du présent article). O

7.4.2 Remarque. Dans la situation de 7.4.1, I'image de fiop n'est pas nécessairement fermeée,
comme le montre I'exemple suivant. Supposant F' de caractéristique différente de 2, prenons
pour Y la droite affine Spec F[t]. Considérons la Oy-algébre o7 := Oy [Z]/(Z? —t2), qui est libre
de rang 2. Soit & le groupe des unités de norme 1 de &7 : on peut le voir comme le sous-groupe de
GLg,p, formé des matrices de la forme M (x,y) = (;3 tiy) et de déterminant 1. C’est un Y-groupe
affine, lisse et commutatif dont la restriction & U := Spec F[t,t 1] est isomorphe a G,y (par
M (z,y) — x+ty) et dont la fibre a l'origine est isomorphe & pg p X Go p (par M(z,y) — (x,xy)).

Soit d € F* ~ F*2. Alors les matrices M(z,y) de déterminant d forment un ®-torseur
X — Y. Il est trivial sur U comme tout Gy,-torseur; une section explicite est donnée par
M ((1+d)/2,(1—d)/2t). Sa fibre a l'origine est isomorphe a Spec F'(Vd) x A} donc n’a pas
de point rationnel. Ainsi I'image de fiop : X — F est F'*.
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7.4.3 LEMME. Soient k un corps, Y un F-espace, ® un Y -espace algébrique en groupes quasi-
séparé de type fini. On suppose que & est localement isomorphe pour la topologie étale a4 un
Y -groupe constant G xj Y ; il correspond donc a une classe a € H'(Y, Aut G).
On suppose en outre qu’il existe un k-schéma en groupes lisse I' et un k-morphisme ¢ : I' —
Aut G tels que « soit I'image d’une classe v € HY(Y,T) par HY(Y, ¢) : H(Y,T') — HY(Y, Aut G).
Alors, pour tout y € Y (k), il existe un voisinage étale pointé (Y’,y") de y tel que le Y'-groupe
& xy Y’ soit constant (et donc isomorphe a Y’ xj &, ou &, est la fibre de & en y).

Démonstration. La classe v correspond a un I'-torseur 7' — Y. Soit T1 — Y le I'-torseur Y x;, T,
ott Ty est la fibre de T en y. Alors U := Isomp(7,T}) est un torseur sous Autp(7") qui est une
forme de I' et donc un Y-espace en groupes lisse. Donc U est un Y-espace algébrique lisse sur Y.
Comme il a un point rationnel au-dessus de y, il admet donc une section sur un voisinage étale
pointé (Y',y’) de y. Donc T devient constant sur Y’ c’est-a-dire que 7y~ provient d’une classe
dans H!(k,T), d’oi1 il suit que ay provient d'une classe de H!(k, Aut G), d’oit la conclusion. [J

7.4.4 COROLLAIRE. Sous les hypothéses du lemme 7.4.3, on suppose en outre que Y est locale-
ment séparé, que k est un corps topologiquement hensélien, et que :
— ou bien & est lisse sur Y (ou encore que G est un k-groupe lisse, ce qui revient au méme si
Y #0);
— ou bien k est un corps valué admissible.

Soit f : X — Y un &-torseur. Alors Im (fiop) C Yiop est localement fermée, et 'application
induite Xiop — Im (frop) est une &yqp-fibration principale.

De plus Im ( fiop) est ouverte et fermée si & est lisse, et est fermée si G vérifie (*).

Démonstration. La question étant locale sur Yiqp, le lemme 7.4.3 raméne la situation au cas

d’un Y-groupe constant (I’hypothése sur Y assure qu’avec les notations du lemme, Yt’Op — Yiop
est un homéomorphisme local). On applique alors le théoréme 1.2 dans le cas admissible, et la
proposition 3.4.1 dans le cas lisse. ]

7.4.5 Remarques. La condition du lemme 7.4.3 sur 'existence de ¢ : I' — Aut G est trés restrictive.
Elle est trivialement vérifiée si Aut G est représentable et lisse, notamment lorsque & est réductif
[SGA3, XXIV, théoréme 1.3|; noter que dans ce cas Aut G n’est pas toujours de type fini.

Un autre cas utile est celui des « Y-formes fortement intérieures » (voir par exemple [CF14,
2.2.4.9] ; certains auteurs les appellent « formes intérieures pures ») d’un k-groupe algébrique G :
partant d’un G-torseur (a droite) X; — Y, on considére le Y-groupe & := Aut,(X;). Sa classe
dans H! (Y, Aut G) est I'image de la classe de X7 par

H!(int) : H'(Y, G) — HY(Y, Aut G),

ol int : G — AutG est le morphisme de conjugaison. Ce dernier passe au quotient par le
centre Z(G) de G, de sorte que le lemme 7.4.3 et le corollaire 7.4.4 s’appliquent & & chaque fois
que G/Z(G) est lisse. Comme tout &-torseur a droite est de la forme Isomq (X7, X2) ot Xo est
un autre G-torseur sur Y, on obtient la proposition 7.4.6 qui suit.

7.4.6 PROPOSITION. Soient (K, v) un corps valué admissible et Y un K-espace localement séparé.
Soit G un K-groupe algébrique. On suppose que G/Z(QG) est lisse.

Soient X1 — Y et Xo — Y des G-torseurs. On note &; := Aut(X;) — Y le tordu intérieur
de G par le torseur X; (i = 1,2). On considére le (&1, Bs)-bitorseur f : T — Y défini par

T := Isomq;(X1, X2).
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On désigne par I I'image de fiop : Ttop — Yiop-
(1) I est localement fermé dans Yiep, et est fermé si G vérifie (*).

(2) Pour tout y € I, il existe un voisinage ouvert U, de y dans I de sorte que I'application
— U, soit munie d’une structure de top-fibré principal, ot = By Xy ¥.
wop(Uy) — Uy soit ie d’une structure de (G )sop-fibré principal, ot G, = &

7.4.6.1 Remarque. Les deux assertions de 7.4.6 sont en défaut si l’'on omet I'hypothése que G/Z(G)
est lisse. On peut en effet construire un exemple (dérivé de 7.1), avec G = ay, X g Gy, 0l1 I n’est
pas localement fermé, et ol fiop, n’est pas stricte.
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