
Algebraic Geometry 1 (5) (2014) 573–612
doi:10.14231/AG-2014-025

Fibrés principaux sur les corps valués henséliens

Ofer Gabber, Philippe Gille et Laurent Moret-Bailly

Abstract

Let K be the field of fractions of a henselian valuation ring A. Assume that the
completion K̂ is a separable extension of K. Let Y be a K-variety, let G be an algebraic
group over K, and let f : X → Y be a G-torsor over Y . We consider the induced map
X(K)→ Y (K), which is continuous for the topologies deduced from the valuation. If I
denotes the image of this map, we prove that I is locally closed in Y (K); moreover, the
induced surjection X(K)→ I is a principal bundle with group G(K) (also topologized
by the valuation).

Résumé

Soit K le corps des fractions d’un anneau de valuation hensélien A. On suppose que le
complété K̂ est une extension séparable de K. Soient Y une K-variété, G un K-groupe
algébrique et f : X → Y un G-torseur au-dessus de Y . On considère l’application
induite X(K) → Y (K), continue pour les topologies déduites de la valuation. Si I
désigne son image, nous montrons que I est localement fermée dans Y (K) ; de plus la
surjection induite X(K)→ I est un fibré principal sous le groupe topologique G(K).
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1. Introduction

1.1 Notations
Soit K le corps des fractions d’un anneau de valuation A ; on notera v la valuation associée

et Γ son groupe. La donnée de v détermine une structure de corps topologique séparé sur K ;
nous supposerons toujours qu’il n’est pas discret, c’est-à-dire que Γ 6= 0. On notera K̂ le complété
de K.

Dans cette introduction, nous supposerons (K, v) admissible, au sens suivant.

1.1.1 Définition. Avec les notations ci-dessus, on dit que (K, v) (ou A) est admissible si A est
hensélien et si l’extension K̂/K est séparable.

Pour toute K-variété (c’est-à-dire tout K-schéma de type fini) X, on note Xtop l’ensemble
X(K) muni de la topologie déduite de la topologie de K. Tout K-morphisme f : X → Y de
K-variétés induit une application continue ftop : Xtop → Ytop.

Nous nous intéressons dans cet article au cas où un K-groupe algébrique G agit à droite sur X
et où f : X → Y est un G-torseur pour cette action. Noter qu’alors le groupe topologique Gtop

agit librement et continûment sur Xtop et que l’on a une bijection continue ftop : Xtop/G(K) −→
I := Im(ftop). L’objet de ce travail est l’étude topologique des applications ftop et ftop.

Il est en fait naturel (et à certains égards plus simple) de considérer la situation plus générale
où X et Y sont des espaces algébriques de type fini (et quasi-séparés) sur K, que nous appellerons
dorénavant « K-espaces ». Tout d’abord, un G-torseur sur une K-variété Y — défini, comme il
se doit, comme faisceau pour la topologie fidèlement plate de présentation finie (fppf) sur Y —
n’est pas nécessairement un schéma (en-dehors du cas important où G est affine), alors que c’est
automatiquement un K-espace, selon un théorème d’Artin ; à partir de là, il devient également
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judicieux d’envisager des G-torseurs X → Y où X et Y sont des K-espaces, afin de travailler
dans une catégorie stable par les opérations usuelles, produits fibrés notamment.

D’autre part, si un K-groupe algébrique G opère librement à droite sur une K-variété X,
le faisceau fppf quotient X/G est toujours un K-espace (voir 2.2) mais, de nouveau, n’est pas
nécessairement une K-variété.

Ces considérations nous ont conduits à formuler systématiquement nos résultats dans le cadre
des K-espaces ; si le plan général des démonstrations n’en est pas affecté, il nous a fallu revenir
sur des résultats bien connus pour les schémas mais dont l’extension aux espaces algébriques n’est
pas suffisamment documentée : voir par exemple 3.2 pour la définition et les propriétés de Xtop

lorsque X est un K-espace. (En ce qui concerne G, rappelons qu’un espace algébrique en groupes
quasi-séparé de type fini sur un corps est toujours un schéma [Art69, Lemma 4.2]).

Notre résultat principal est le suivant.

1.2 Théorème. Soient (K, v) un corps valué admissible, G un K-groupe algébrique (c’est-à-dire
un K-schéma en groupes de type fini), Y un K-espace, f : X → Y un G-torseur au-dessus de Y .
Définissons ftop : Xtop → Ytop et ftop : Xtop/G(K) −→ I := Im(ftop) comme ci-dessus. Alors :
(1) en tant que sous-espace de Ytop, I est :

(a) localement fermé (dans tous les cas) ;
(b) ouvert et fermé si G est lisse ou si K est parfait ;
(c) fermé si G satisfait la condition (∗) (voir 2.4.3), et en particulier si G◦red est lisse, ou si

G◦ est commutatif, ou si G est de rang réductif nul (en d’autres termes, si GK n’a pas
de sous-tore non trivial).

(2) L’application ftop est ouverte sur son image I ; en particulier, la bijection ftop est un ho-
méomorphisme.

(3) Si Y est localement séparé (par exemple une variété, cf. 1.7), alors ftop fait de Xtop un
Gtop-fibré principal au-dessus de I.

1.3 Plan de la démonstration.
Pour ne pas alourdir l’introduction, nous supposons ici que Y est localement séparé, par

exemple une K-variété.
Le cas, sans doute bien connu, où le groupe G est lisse est traité au § 3. Dans le cas général,

on note G\ le plus grand K-sous-groupe lisse de G (§ 2.4). On décompose alors le G-torseur
f : X → Y en

X

f

''

π
��

Z := X/G\
h // Y .

Le morphisme π est unG\-torseur et h : Z → Y est une « fibration enG/G\ ». Les propriétés deG\

impliquent que l’application hK : Z(K)→ Y (K) est injective. D’un point de vue topologique, on
a donc le diagramme

Xtop

ftop

&&
πtop

��
Ztop

� � htop // Ytop .

575



Ofer Gabber, Philippe Gille et Laurent Moret-Bailly

D’après le cas lisse (§ 3.4), πtop fait de Xtop un G\top-fibré principal sur l’image de πtop, qui est
ouverte et fermée dans Ztop.

L’application htop est nettement plus délicate à analyser. Les deux outils clés pour cette étude
sont :
— le théorème d’approximation de Greenberg (généralisé aux corps valués admissibles dans

[MB12b]) ;
— la « bonne compactification » (§ 5) de G/G\, et la compactification relative de h qui s’en

déduit.
On montre ainsi que htop est un homéomorphisme sur son image, et que celle-ci s’écrit F1 r F2

pour des fermés remarquables F1, F2 de Ytop (lemme 6.1).

1.4 Application aux espaces homogènes.
Un cas particulier important est celui où X = H est un K-groupe algébrique contenant G

comme sous-groupe, et où f : H → Y := H/G est le morphisme de passage au quotient. L’image I
est alors l’orbite sous H(K) de la classe neutre y0 ∈ Y (K) dans l’ensemble Y (K) = (H/G)(K) :
on voit donc par 1.2 qu’elle est localement fermée dans Ytop et qu’elle s’identifie (avec sa topologie)
à l’espace quotient Htop/G(K) (avec, le cas échéant, les compléments (1)(b), (1)(c) de l’énoncé)
et que Htop est même un Gtop-fibré principal au-dessus de I.

Si de plus G est distingué dans H, il en résulte que I est toujours fermée puisque c’est un
sous-groupe localement fermé du groupe topologique Ytop.

1.5 Application aux orbites.
Considérons un K-groupe algébrique H opérant à gauche sur une K-variété S (ou plus géné-

ralement sur un K-espace) ; soit s0 un point de S(K), de stabilisateur G ⊂ H. On sait alors que
le morphisme d’orbite ωs0 : h 7→ h.s0 se factorise en

H
f−→ H/G

∼−→Y ↪→ S

où f est le morphisme canonique, où la deuxième flèche est un isomorphisme et la troisième une
immersion (voir [DG70, III.3.5.2] lorsque S est une variété, et 2.1 plus bas pour les k-espaces).
D’autre part, l’image I de H(K) par ωs0 est évidemment l’orbite de s0 sous l’action de H(K),
dans l’espace S(K), et le stabilisateur de s0 pour cette action est G(K).

Le théorème 1.2 nous dit donc que cette orbite est localement fermée dans Ytop et donc
dans Stop, et que la surjection continue canonique Htop→→ I est une fibration principale de
groupe Gtop ; en particulier elle induit un homéomorphisme de Htop/G(K) sur I.

Lorsque K est un corps local, on trouve en partie ce résultat dans l’article [BZ76] ; plus préci-
sément, les auteurs montrent que I est localement fermée dans Stop et s’identifie topologiquement
à Htop/G(K) (dans [BZ76], ces assertions sont dispersées entre 1.5, 1.6 et 6.8).

1.6 Plan de l’article.
Le § 2 est consacré à des rappels sur les groupes algébriques : produit contracté d’un torseur

et d’un schéma à opérateurs, propriétés du plus grand sous-groupe lisse d’un groupe algébrique G
et la technique de compactification partielle d’espaces homogènes via les schémas de Hilbert
ponctuels.

Au § 3, après des rappels sur les variétés sur un corps topologique, on introduit la notion de
corps topologiquement hensélien, caractérisée par la validité du théorème des fonctions implicites ;
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le cas des torseurs sous un groupe lisse (cf. 1.2 (1)(b)) est valable dans ce cadre, et est établi au
§ 3.4.

C’est aussi sur un corps topologiquement hensélien que le foncteur X 7→ Xtop (des variétés
vers les espaces topologiques) s’étend aux espaces algébriques avec de bonnes propriétés.

Au § 4, nous donnons quelques propriétés des corps valués admissibles, notamment le théorème
d’approximation fort (généralisant celui de Greenberg). Nous en déduisons un résultat topologique
(théorème 4.2.3) concernant les morphismes propres, qui sera essentiel dans la preuve de 1.2. Un
cas particulier de 4.2.3 est le fait (assez facile à démontrer directement) que si K est admissible
et si f est un morphisme fini de K-variétés, l’application induite ftop est fermée (4.2.6).

Le § 5, indépendant des précédents, est consacré à la démonstration d’un théorème de com-
pactification dû à Gabber (5.2, cas particulier d’un théorème annoncé dans [Gab12]) : soient G
un groupe algébrique sur un corps k quelconque, et G\ son plus grand sous-groupe lisse. Alors
le G-espace homogène G/G\ admet une compactification équivariante dont le seul point à corps
résiduel séparable sur k est l’origine.

Le § 6 contient la démonstration, esquissée plus haut, des parties restantes (1)(a) et (2) du
théorème 1.2. Enfin le § 7 contient divers (contre-)exemples et compléments.

1.6.1 Remarque. Des questions voisines (dans le cas d’une valuation complète de rang 1) sont
abordées dans [BaT13] ; il est à noter cependant que l’assertion (1) (a) du théorème 1 de cet
article est contredite par l’exemple donné au § 7.1 du présent travail.

1.7 Conventions

Si k est un corps, une k-variété est un k-schéma de type fini ; un k-groupe algébrique est un
k-schéma en groupes de type fini ; un k-espace est un k-espace algébrique de type fini et quasi-
séparé. On renvoie à [Knu71] pour les propriétés des espaces algébriques. Rappelons simplement
ici qu’un k-espace X est localement séparé si le monomorphisme diagonal X → X ×k X est une
immersion ; cette condition est toujours vérifiée si X est une variété [EGAI, (5.1.2)].

Si k′ est une extension finie de k, et V un k′-espace, nous noterons
∏
k′/k(V ) sa restriction de

Weil à k. On rappelle qu’en tant que foncteur sur la catégorie des k-espaces T , elle est définie par( ∏
k′/k

(V )
)
(T ) := V (T ×k k′)

et qu’elle est représentable par un k-espace ([Con12, Lemma 5.10] ou [Ols06, Theorem 1.5]), et par
une k-variété lorsque V est une k-variété quasi-projective ([BLR90, Theorem 7.6/4 et Proposition
7.6/5] ou [CGP10, A.5.8]).

Sauf mention contraire, la cohomologie des faisceaux utilisée est la cohomologie fppf. En
particulier, si G est un k-groupe algébrique et Y un k-espace, H1(Y,G) désigne l’ensemble des
classes d’isomorphie de GY -torseurs pour la topologie fppf.

Une application continue f : X → Y entre espaces topologiques est dite stricte si la topologie
induite sur Im(f) ⊂ Y coïncide avec la topologie quotient déduite de la surjection canonique X →
Im(f) (en d’autres termes, si la bijection canonique Coim(f)→ Im(f) est un homéomorphisme).

Une application continue f entre espaces topologiques est dite propre si elle est universellement
fermée (conformément à [Bou71, I, § 10, no 1, définition 1], nous ne faisons pas d’hypothèse de
séparation). Il revient au même de dire que f est fermée à fibres quasi-compactes [Bou71, I, § 10,
no 2, théorème 1].
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2. Actions de groupes algébriques : rappels et compléments

Dans cette section, k désigne un corps ; on fixe une clôture algébrique k de k, et l’on note
ks ⊂ k la clôture séparable correspondante.

2.1 Orbites dans un espace algébrique à groupe d’opérateurs
On fixe un k-groupe algébrique G. Soit Y un k-faisceau fppf muni d’une action à gauche de

G. Nous dirons que l’action est transitive (ou que Y est transitif sous G) si Y → Spec(k) est un
épimorphisme (de façon équivalente, il existe une extension finie k′ de k telle que Y (k′) 6= ∅) et
si le morphisme

G× Y −→ Y × Y
(g, y) 7−→ (g.y, y)

est un épimorphisme.

2.1.1 Théorème. Soit Y un k-faisceau fppf muni d’une action transitive de G. On suppose
qu’il existe une extension finie k′ de k et un élément y de Y (k′) tel que le sous-faisceau de Gk′
stabilisateur de y soit un sous-schéma en groupes fermé de Gk′ . Alors :

(1) Y est un k-schéma quasi-projectif.

(2) Soit X un k-espace muni d’une action à gauche de G, et soit f : Y → X un morphisme
G-équivariant. Alors f se factorise de manière essentiellement unique en Y π−→ Z

j−→ X, où :

(i) Z est un k-schéma quasi-projectif ;
(ii) π est fidèlement plat ;
(iii) j est une immersion.

Démonstration. (1) Le k′-faisceau Y ×k k′ obtenu par changement de base est clairement iso-
morphe à G/H, où H est le stabilisateur de y′. C’est donc un k′-schéma quasi-projectif : si G
est lisse et connexe ce résultat est dû à Chow [Cho57], et le cas général s’en déduit, cf. [Ray70,
VI.2.6]. L’assertion (1) en résulte par [SGA1, VIII, 7.6] (descente de schéma quasi-projectifs par
un morphisme fini localement libre).

Montrons l’assertion (2). L’unicité est claire, puisque Z est nécessairement le sous-faisceau
de X image de f . Montrons d’abord que Z, ainsi défini, est un k-schéma quasi-projectif : choi-
sissons une extension finie k′ de k et un point y ∈ Y (k′). Alors le stabilisateur de z := π(y) est
aussi celui de j(z) (j est un monomorphisme) et est donc un sous-schéma en groupes fermé de
Gk′ : on conclut par l’assertion (1).

Pour voir que j est une immersion et que π est fidèlement plat, on peut donc, par descente
fidèlement plate, supposer k algébriquement clos, ce que nous ferons désormais. Fixons encore
un point y ∈ Y (k), de stabilisateur S ⊂ G. Alors Y s’identifie à G/S et Z à G/H où H est le
stabilisateur de z = f(y) ; π s’identifie à la projection G/S → G/H, qui est fidèlement plate. Il
reste à voir que j : Z ↪→ X est une immersion, Z étant l’orbite de z dans X.

Si X est une variété, cela résulte de [DG70, III.3.5.2] ; nous allons nous ramener à ce cas.
Supposons d’abord G réduit, de sorte que G/H l’est également. On sait [Knu71, II, Proposition

6.7] que X admet un plus grand sous-espace ouvert U qui est un schéma, et que U est dense
dans X. Il est clair que U est stable par l’action du groupe G(k), et donc par l’action de G puisque
k est algébriquement clos. Donc, si z ∈ U(k), j se factorise par U et l’assertion résulte du cas des
variétés. Sinon, comme G est réduit, j se factorise par le sous-espace réduit X ′ complémentaire
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de U , qui est également stable par G. La densité implique que dim(X ′) < dim(X) et l’on conclut
par récurrence sur la dimension.

Dans le cas général, posons Z = G/H. Comme Zred = Gred/(Gred ∩ H), le cas précédent
montre que la restriction de j à Zred est une immersion. On conclut donc par le lemme 2.1.1.1
qui suit.

2.1.1.1 Lemme. Soit j : Z → X un monomorphisme de type fini d’espaces algébriques. On
suppose que la restriction j0 de j à Zred est une immersion (resp. une immersion fermée). Alors j
est une immersion (resp. une immersion fermée).

Démonstration. La restriction j0 se décompose en une immersion fermée Zred → U suivie d’une
immersion ouverte U → X ; comme j se factorise automatiquement par U , on peut remplacer X
par U , et il suffit de traiter le cas d’une immersion fermée. Alors j est propre puisque j0 l’est ;
d’autre part j est séparé et quasi-fini donc est quasi-affine d’après [LMB00, A.2] (ou [Knu71,
II, 6.15] lorsque j est de présentation finie). Un morphisme propre et quasi-affine est fini, et un
monomorphisme fini est une immersion fermée.

2.1.1.2 Remarque. Comme nous l’a signalé un rapporteur, on peut aussi utiliser le critère valuatif
[Moc99, I, Corollary 2.13, p. 102] pour démontrer 2.1.1.1.

2.1.2 Corollaire. Soit X un k-espace muni d’une action à gauche de G, et soit Y un sous-
faisceau de X, stable par G et transitif. Alors Y est un sous-espace localement fermé de X, et un
k-schéma quasi-projectif.

Démonstration. Il existe une extension finie k′ de k et un point y ∈ Y (k′). Le stabilisateur de y
est le même dans Y et dans X ; c’est donc un sous-schéma en groupes fermé de G, et la conclusion
résulte facilement de 2.1.1.

2.1.3 Définition. Soit X un k-espace muni d’une action à gauche de G. Une k-orbite de X
sous G est un sous-espace de X, stable par G et transitif.

2.1.4 Remarques. Soit X un k-espace muni d’une action à gauche de G.
(i) (orbite d’un k-point) Fixons un point x ∈ X(k). Le morphisme i : Spec(k) → X cor-

respondant est alors une immersion fermée (vérification laissée au lecteur) de sorte que
le stabilisateur Gx est un k-sous-groupe fermé de G. On considère le morphisme d’orbite
fx : G→ X, g 7→ g.x. Alors le k-schéma quotient G/Gx représente le faisceau fppf image Tx
de fx. Le théorème 2.1.1 montre que Tx → X est une immersion, ainsi Tx est une k-orbite
de X sous G.

(ii) Si X est une k-variété, la notion de k-orbite sous G coïncide avec celle de [BLR90, § 10.2,
définition 10.4] : ceci résulte du corollaire 2.1.2.

2.2 Quotient par une action libre
Soit G un k-groupe algébrique opérant à droite sur un k-espace X. On note α : X ×k G→ X

l’action en question. On suppose que l’action α est libre, c’est-à-dire que le morphisme

ρ = (pr1, α) : X ×k G −→ X ×k X
(x, g) 7−→ (x, x.g)

est un monomorphisme.

Théorème. Sous les hypothèses ci-dessus, le faisceau quotient X/G est un k-espace, et la pro-
jection naturelle π : X → X/G fait de X un G-torseur au-dessus de X/G.
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De plus, X/G est localement séparé (resp. séparé) si et seulement si ρ : X ×k G → X ×k X
est une immersion (resp. une immersion fermée).

Démonstration. Par définition, X/G est le quotient (au sens des faisceaux fppf) de X par la
relation d’équivalence R ⊂ X ×k X image de ρ. Comme ρ est un monomorphisme, R s’identifie
via ρ à X ×k G et l’on voit donc que R est une relation d’équivalence plate. Le fait que X/G soit
un k-espace résulte donc de [Art74, Corollary 6.3]. D’autre part nos hypothèses impliquent que
les diagrammes

X ×k G
α //

pr1
��

X

π
��

X
π // X/G

et

X ×k G
ρ //

π ◦ pr1
��

X ×k X

π×π
��

X/G
∆ // (X/G)×k (X/G)

sont cartésiens, ∆ désignant le morphisme diagonal. On en déduit, grâce au premier diagramme,
que X est un G-torseur sur X/G ; le second donne les assertions de séparation (remarquer que
les flèches verticales sont fidèlement plates).

2.3 Produit contracté d’un torseur et d’un espace à opérateurs

2.3.1 Produits contractés. Soit G un faisceau en groupes sur Spec(k), opérant à droite sur
un k-faisceau X et à gauche sur un k-faisceau U . Rappelons que le produit contracté X G

∧ U est
le faisceau quotient de X ×k U par l’action à droite de G donnée par ((x, u), g) 7→ (xg, g−1u).

Nous supposerons dans la suite que G est un k-groupe algébrique, que X et U sont des k-
espaces, et de plus que G opère librement sur X, de sorte que X est un G-torseur au-dessus du
k-espace Y := X/G (2.2). Dans ce cas,G opère aussi librement surX×kU via l’action ci-dessus, de
sorte que X G

∧ U est un k-espace. En outre, on a un morphisme canonique X G
∧ U → Y , localement

isomorphe (pour la topologie fppf) à la première projection Y × U → Y ; cette construction
commute à tout changement de k-espace de base Y ′ → Y .

2.3.2 Torsion. Notons G′ le Y -faisceau AutG(X/Y ) des automorphismes du GY -torseur X :
c’est une forme tordue de GY , qui opère naturellement à gauche sur X par Y -morphismes, et
aussi sur X G

∧ Z pour tout Y -faisceau Z muni d’une action à gauche de GY . On obtient de cette
façon un foncteur (« torsion par X ») de la catégorie des Y -faisceaux avec action à gauche de
GY vers celle des Y -faisceaux avec action à gauche de G′. Ce foncteur est une équivalence de
catégories [Gir71, III, remarque 1.6.7].

Lorsque Y = Spec(k), il s’ensuit formellement, en particulier, que l’on a une bijection naturelle
entre les k-orbites de U sous G et les k-orbites de X G

∧ U sous G′.

2.3.3 Faisceaux inversibles. Si L est un fibré en droites G-linéarisé sur U , alors M := X
G
∧ L

est de façon naturelle un fibré en droites G′-linéarisé sur X G
∧ U . Supposons en outre que Y et U

soient des variétés, et que L soit ample sur U ; alors M est ample sur X G
∧ U relativement à Y , et

en particulier X G
∧ U est un k-schéma quasi-projectif sur Y (et même projectif si U est projectif

sur k) ; voir [BLR90, § 10.2, Lemma 6].
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2.4 Le plus grand sous-groupe lisse d’un groupe algébrique
Rappelons [CGP10, Lemma C.4.1] qu’une k-variétéX admet un sous-schéma fermé canonique,

que nous noterons X\, caractérisé comme le plus petit des sous-schémas fermés X ′ tels que
X ′(L) = X(L) pour toute extension séparable L de k ; on peut construire X\ comme l’adhérence
schématique de l’ensemble des points de X à corps résiduel séparable (resp. fini séparable) sur k.
Ce sous-schéma est fonctoriel en X (pour les morphismes de k-variétés), et sa formation commute
aux extensions séparables des scalaires et aux produits de k-variétés ; en particulier, si X est un
k-groupe algébrique, alors X\ est un sous-groupe lisse de X (et donc son plus grand sous-groupe
lisse) ; on prendra garde qu’il n’est pas nécessairement distingué. Ceci étant, si on considère un
produit semi-direct N o G de k-groupes algébriques, l’isomorphisme N \ ×k G\

∼−→ (N × G)\

de k-schémas indique que l’action de G\ sur N stabilise N \ et que l’on a un isomorphisme
N \ ok G\

∼−→ (N ok G)\.

2.4.1 Proposition. Soient G un k-groupe algébrique et T un G-torseur à droite sur Spec (k).
Notons ε ∈ (G/G\)(k) la classe neutre, Q le quotient T/G\ et L une extension séparable de k.
Alors :

(1) on a (G/G\)(L) = (G/G\)(k) = {ε}.
(2) On a les équivalences :

Q(ks) 6= ∅ ⇐⇒ T (ks) 6= ∅ ⇐⇒ Card (Q(ks)) = 1 ⇐⇒ Card (Q(k)) = 1.

Démonstration. (1) Soit x ∈ (G/G\)(L) : comme le morphisme canonique π : G → G/G\ est
lisse et surjectif, la fibre Gx de π en x admet des points à corps résiduel séparable sur L, et donc
sur k ; ces points appartiennent donc à G\L, donc x = ε.

(2) Supposons Q(ks) non vide ; considérant le morphisme lisse surjectif T → Q, on voit
comme en (1) que T (ks) 6= ∅. Ensuite, si T (ks) 6= ∅, alors Tks ∼= Gks et donc Qks ∼= (G/G\)ks ,
d’où Card (Q(ks)) = 1 d’après l’assertion (1).

SiQ(ks) est réduit à un point, alors ce point est k-rationnel par descente, donc Card (Q(k))=1.
Enfin, l’implication Card (Q(k)) = 1⇒ Q(ks) 6= ∅ est triviale.

2.4.2 Corollaire. Soient G un k-groupe algébrique, Y une k-variété et f : X → Y un G-torseur
sur Y . Posons Z = X/G\ et soit h : Z → Y le morphisme canonique. Alors, pour toute extension
séparable k′ de k, l’application Z(k′)→ Y (k′) induite par f est injective.

Démonstration. Cela résulte de 2.4.1(2) appliqué aux fibres de h.

La condition suivante intervient dans les compactifications de groupes [Gab12] :

2.4.3 Définition. On dit qu’un k-groupe algébrique G satisfait la condition (∗) si tous les k-tores
de Gk sont des k-tores de (G\)k.

Cette propriété est « insensible » aux extensions séparables de k ; plus précisément :

2.4.4 Lemme. Soit G un k-groupe algébrique, et soit L une extension de k. Si G vérifie (∗), le
L-groupe GL vérifie (∗). La réciproque est vraie si l’extension L/k est séparable.

Démonstration. On sait que (G\)L ⊂ (GL)\, avec égalité lorsque L/k est séparable. Les assertions
résultent donc du lemme 2.4.4.1 qui suit, appliqué avec H = G\.
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2.4.4.1 Lemme. Pour un k-groupe algébrique G et un sous-groupe lisse H de G, désignons par
∗(k,H,G) la propriété « tout sous-k-tore de Gk est contenu dans Hk ».

Alors, si L est une extension de k, les propriétés ∗(k,H,G) et ∗(L,HL, GL) sont équivalentes.

Démonstration. Il est trivial que ∗(L,HL, GL) entraîne ∗(k,H,G).
Pour la réciproque on peut supposer k algébriquement clos. Supposons que ∗(L,HL, GL) ne

soit pas vérifiée : soient donc L une clôture algébrique de L et T un sous-tore de GL non contenu
dans HL. Alors il existe un k-schéma Y affine, intègre et de type fini, dont le corps des fonctions
est une sous-extension (de type fini) de L, et un sous-Y -tore T de GY qui n’est pas contenu
dans HY . Comme k est algébriquement clos, il existe un point y ∈ Y (k) tel que la fibre Ty

de T en y (vue comme sous-tore de G) ne soit pas contenue dans H. Ainsi, ∗(k,H,G) n’est pas
satisfaite.

2.4.5 Lemme. Soit G un k-groupe algébrique.
(1) Si G est lisse, unipotent ou commutatif, il vérifie (∗).
(2) Soit G′ un k-sous-groupe de G contenant la composante neutre G\◦ de G\. Si G vérifie (∗),

alors G′ vérifie (∗).
(3) Soit G′ un k-sous-groupe de G tel que G/G′ soit fini. Pour que G vérifie (∗), il faut et il

suffit que G′ vérifie (∗).
(4) On suppose que G est un k-sous-groupe distingué d’un k-groupe lisse H. Alors G vérifie (∗).

Démonstration. Pour l’assertion (1), le cas lisse et le cas unipotent sont évidents ; pour le cas
commutatif, remarquer que l’unique tore maximal de Gk est défini sur k [CGP10, C.4.4] et donc
contenu dans G\. L’assertion (2) est immédiate, ainsi que l’assertion (3) car Gk et G′

k
ont les

mêmes sous-tores.
Montrons l’assertion (4). Le fait que G soit distingué dans H, et H lisse, entraîne que G\ est

un sous-groupe distingué de H : en effet H(ks) normalise G\ks et est dense dans H puisque H est
lisse, donc le normalisateur de G\ dans H est égal à H.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer k séparablement clos. En particulier le groupe
lisse H admet un k-tore maximal E0 et T0 = (E0∩G)0

red est un k-tore maximal de G et a fortiori
de G\. Soit T un tore maximal de Gk. Alors T = (E ∩Gk)

0
red pour un tore maximal E de Hk. On

sait qu’il existe h ∈ H(k) satisfaisant E = hE0,k h
−1 [CGP10, C.4.5(1)]. Ainsi T = hT0,k h

−1 ⊂
h (G\)k h

−1 = (G\)k.

2.4.6 Remarque. Il existe des k-groupes résolubles de dimension 1 qui ne satisfont pas la condition
(∗), voir § 7.1.

Dans ce travail, la condition (∗) interviendra via le lemme suivant, variante du lemme de
Rosenlicht.

2.4.7 Lemme. Soit k une clôture algébrique de k. Soit Γ un k-groupe algébrique affine opérant
sur une k-variété quasi-affine Z. Soit s ∈ Z(k), et soit S ⊂ Γ le stabilisateur de s. On suppose
que tous les k-tores de Γ sont contenus dans S. Alors l’orbite Γ.s de s est fermée dans Z.

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos et Γ lisse (remplacer Γ par Γred ne
change pas l’orbite ensemblistement). Alors Γ.s est réunion finie de transformés de Γ◦.s par des
éléments de Γ(k) : il suffit donc de voir que l’orbite Γ◦.s sous Γ◦ est fermée. On supposera
donc aussi Γ connexe. Remplaçant Z par l’adhérence de Γ.s, on supposera Γ.s dense dans Z.
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Dans ces conditions, le sous-groupe Γt de Γ engendré par ses sous-tores (qui est distingué) opère
trivialement sur Z, de sorte que l’action se factorise par U := Γ/Γt , groupe affine lisse connexe
qui n’admet pas de sous-tore non trivial [CGP10, A.2.8] et est donc unipotent. Vu l’hypothèse
quasi-affine, le lemme de Rosenlicht [SGA3, XVII.5.7.3] montre alors que les orbites de U dans Z
sont fermées.

2.5 Compactifications partielles dans les schémas de Hilbert ponctuels
2.5.1 Notations. On fixe une k-algèbre finie k′, de dimension d > 1, et un k′-espace algébrique
Q′, séparé et de type fini. On note σ : Q′ → Spec(k′) le morphisme structural et :
— V le k-espace induit Q′ → Spec(k′) → Spec(k) (de sorte que σ peut être vu comme un

morphisme de k-espaces V σ−→ Spec(k′)) ;
— W =

∏
k′/k

Q′ le foncteur de restriction de Weil de Q′ relativement à k′/k.

Pour tout k-schéma S, on a donc

W (S) = Q′(k′ ×k S).

On considère d’autre part le foncteur de Hilbert V [d] = HilbdV/k des sous-k-espaces (fermés) finis
de longueur d de V . Explicitement, pour tout k-schéma S, on a

V [d](S) =
{
sous-espaces Z ⊂ V ×k S,

finis localement libres de rang d sur S
}
.

Un tel Z est automatiquement un schéma (affine sur S) ; on lui associe le S-morphisme composé

ϕZ : Z ↪→ V ×k S
σ×kIdS−−−−−→ k′ ×k S.

Noter que ϕZ est un morphisme de S-schémas finis localement libres de même rang d.

2.5.1.1 Remarque. Nous considérons iciW et V [d] comme des faisceaux sur le site fppf de Spec(k) ;
nous n’aurons à utiliser aucun des résultats profonds de représentabilité connus, comme le fait
que V [d] est un k-espace [Art69, § 6] et est même quasi-projectif si V l’est ([Gro60, § 4], [Ber09,
§ 2] ou [Nit05, § 5.5]). Le seul cas qui nous servira dans l’article est celui où Q′ est fini sur k′, pour
lequel la représentabilité (et même la projectivité de V [d]) est très facile : voir le lemme 2.5.5 plus
bas.

2.5.2 Rappelons que l’on a un morphisme de foncteurs

u = uQ′/k′/k : W → V [d]

défini ainsi : si S est un k-schéma, on associe à w ∈ W (S) le k′-morphisme w′ : S ×k k′ → Q′.
Son graphe

Γw′ ⊂ Q′ ×k′ (S ×k k′) = V ×k S
est un sous S-schéma fermé de V ×k S, isomorphe à S×k k′ et donc fini et libre de rang d sur S :
c’est le point uQ′/k′/k(S)(w) ∈ V [d](S) voulu.

Lemme. (1) Pour tout k-schéma S, l’application uQ′/k′/k(S) ci-dessus induit une bijection de
W (S) sur l’ensemble des Z ⊂ Q′×k S tels que le S-morphisme ϕZ défini en 2.5.1 soit un isomor-
phisme.
En particulier, le morphisme de foncteurs u : W → V [d] est représentable par une immersion
ouverte.
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(2) Si k′ est un corps, u induit une bijection de W (k) sur V [d](k).

Démonstration. Un sous-schéma Z ⊂ Q′×k S tel que ϕZ est un isomorphisme définit une section
de Q′ ×k S = V ×k S → k′ ×k S, c’est-à-dire un point de W (S) =

(∏
k′/kQ

′
)

(S). La partie (1)
est alors immédiate et laissée au lecteur. L’assertion (2) en résulte : si k′ est un corps et si Z ⊂ V
est fini de rang d sur k, alors ϕZ : Z → Spec(k′) est nécessairement un isomorphisme.

2.5.2.1 Remarques. De façon imagée, on peut formuler (2) en disant que V [d], vu comme com-
pactification partielle de W , n’a pas de point k-rationnel à l’infini. Le même argument montre
d’ailleurs qu’il n’a pas de point K-rationnel à l’infini, dès que K est une extension de k telle que
K⊗k k′ soit un corps : le cas utile pour nous sera celui où k′ (resp. K) est une extension radicielle
(resp. séparable) de k.

Dans la suite, nous allons généraliser cette propriété en remplaçant les points par les orbites
sous l’action d’un groupe algébrique.

2.5.3 Version équivariante : orbites à l’infini. On garde les notations de 2.5.1 et 2.5.2, et
l’on se donne de plus un k-groupe algébrique G opérant à gauche sur V par k′-automorphismes,
c’est-à-dire que σ : V → Spec(k′) est G-invariant. (Il reviendrait au même de se donner une
action du k′-groupe Gk′ sur Q′ ; l’action de G sera plus commode à utiliser).

On en déduit formellement des actions de G (vu comme foncteur en groupes) sur les fonc-
teurs W et V [d], et l’immersion ouverte u est équivariante pour ces actions.

2.5.4 Théorème. Avec les hypothèses et notations de 2.5.3, soient K une extension de k et
J ⊂ V [d]

K une K-orbite pour l’action de GK (cf. 2.1.3).
Alors, si K ⊗k k′ est un corps, on a J ⊂WK .

Démonstration. En remplaçant k′ par K⊗k k′, Q′ par Q′K , etc., on peut supposer que K = k (et
que k′ est un corps). Alors y : J → V [d] définit un sous-espace Z de Q′×k J , fini localement libre
de rang d sur J , et stable sous G (opérant sur J ×k Q′ par l’action produit). Par 2.5.2, il s’agit
de montrer que le J-morphisme

ϕZ : Z −→ k′ ×k J
défini en 2.5.1 est un isomorphisme. Il est décrit par un morphisme G-équivariant

ψZ : k′ ⊗k OJ −→ A := pr2∗(OZ)

de OJ -algèbres finies localement libres de rang d, linéarisées pour l’action de G sur J . En particu-
lier le conoyau C de ψZ est un OJ -module cohérent G-linéarisé. Considérons, pour chaque s ∈ N,
la strate de Fitting (de rang s) Fs(C ) ⊂ J : c’est un sous-schéma localement fermé de J , tel
que la restriction de C à Fs(C ) soit localement libre de rang s, et universel pour cette propriété
(cf. [GW10, § 11.8]) Puisque C est G-linéarisé, chaque Fs(C ) est stable par G ; comme G opère
transitivement sur J , on a donc Fs(C ) = ∅ sauf pour une valeur r de s, pour laquelle Fr(C ) = J .
En d’autres termes, C est localement libre de rang constant r.

Il reste à voir que r = 0. Puisque C est localement libre de rang r, l’image de ψZ est une algèbre
quotient de k′⊗k OJ , localement libre de rang d− r, et définit donc un sous-schéma T ⊂ k′×k J ,
fini localement libre sur J de rang d − r et G-invariant. Comme G opère transitivement sur J
et trivialement sur Spec(k′), T provient par descente d’un sous-k-schéma T0 de rang d − r de
Spec(k′). Puisque k′ est un corps, on a soit T0 = ∅ et r = d, soit T0 = Spec(k′) et r = 0 ; mais le
premier cas est exclu car ψZ est un morphisme d’algèbres non nulles, donc n’est pas nul.
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2.5.5 Lemme. Soient Y un k-schéma fini, et d ∈ N. Alors le foncteur Y [d] := HilbdY/k des sous-
schémas finis de longueur d de Y est représentable par un k-schéma projectif, muni d’un faisceau
ample Autk(Y )-linéarisé.

Démonstration. On pose Y = Spec (A) où A est une k-algèbre finie ; on note Alin le k-espace
vectoriel sous-jacent à A, et G le k-groupe Autk(Y ) ; c’est évidemment un sous-schéma en groupes
fermé de GL(Alin), et en particulier un k-groupe algébrique affine.

La projectivité de Y [d] est un fait général [Ber09, prop 2.13], mais se voit facilement ici : en
effet, pour tout k-schéma S, un point de Y [d](S) est la même chose qu’une OS-algèbre quotient de
OS⊗kA, localement libre de rang d comme OS-module. Ainsi, Y [d] est de façon naturelle un sous-
schéma fermé de la grassmannienne Grd(Alin) des quotients de rang d de Alin. De plus, l’action
de G sur Y [d] est induite par son action naturelle sur Grd(Alin), laquelle se factorise par celle de
GLk(Alin), de sorte que le faisceau ample canonique sur Grd(Alin) (qui est GLk(Alin)-linéarisé)
induit un faisceau ample G-linéarisé sur Y [d].

3. Corps topologiquement henséliens ; le cas des torseurs sous un groupe lisse

On désigne par F un corps topologique séparé ; on notera F̂ son complété (qui est une F -
algèbre topologique, et est un corps si la topologie de F est définie par une valuation).

3.1 Variétés sur un corps topologique ; corps topologiquement henséliens
On note VARF la catégorie des F -variétés, TOP celle des espaces topologiques, ENS celle des

ensembles.
On peut (voir [Wei62, app. III], [KS83, p. 256]) d’une manière et d’une seule, associer à toute

F -variété X (ou plus généralement à tout F -schéma localement de type fini) une topologie sur
l’ensemble X(F ), de telle sorte que les conditions suivantes soient vérifiées (dans lesquelles X
et Y désignent des F -variétés quelconques) :

(i) si X = A1
F , la bijection naturelle de X(F ) sur F est un homéomorphisme ;

(ii) si f : X → Y est un F -morphisme, l’application induite f(F ) : X(F ) → Y (F ) est conti-
nue ; si de plus f est une immersion ouverte (resp. fermée), alors f(F ) est un plongement
topologique ouvert (resp. fermé) ;

(iii) la bijection naturelle de (X ×F Y )(F ) sur X(F )× Y (F ) est un homéomorphisme ;
(iv) si X est un schéma séparé, alors X(F ) est un espace séparé.

(Ces conditions ne sont pas indépendantes : par exemple, la condition (iv) est conséquence des
conditions (ii) et (iii) appliquées au morphisme diagonal X → X ×F X.)

On obtient ainsi un foncteur, noté X 7→ X(F )top (ou encore X 7→ Xtop), de VARF dans
TOP. Il résulte facilement des propriétés ci-dessus que ce foncteur transforme les immersions en
plongements topologiques et commute aux produits fibrés.

3.1.1 Définition. Un corps topologique séparé F est topologiquement hensélien si pour tout
morphisme étale f : X → Y de F -variétés, l’application induite ftop est un homéomorphisme
local.

3.1.1.1 Remarques. Si l’on se limite aux topologies déduites de valuations ou de valeurs absolues
(« V-topologies »), les corps topologiquement henséliens sont appelés t-henséliens dans l’article
[PZ78], qui en donne diverses caractérisations.
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Outre les corps valués henséliens (proposition 3.1.4 plus bas), les corps R et C sont topologi-
quement henséliens (pour leur topologie classique), de même que leurs sous-corps Q et Q ∩ R et
que tout corps réel clos muni de la topologie de l’ordre.

3.1.2 Lemme. Soit F un corps topologiquement hensélien, et soit f : Y → X un morphisme lisse
de F -variétés.

Alors, pour tout y ∈ Y (F ), il existe un voisinage ouvert Ω de f(y) dans Xtop tel que l’appli-
cation induite ftop : Ytop → Xtop admette une section continue Ω→ Ytop.

En particulier, ftop est ouverte.

Démonstration. Remarquer que si y ∈ Y (F ), il existe un morphisme h : Z → Y et un point
z ∈ Z(F ) tels que h(z) = y et que le composé f ◦ h : Z → X soit étale [BLR90, § 2.2, proposi-
tion 14].

3.1.3 Remarque. Réciproquement, soit F un corps topologique séparé tel que ftop soit ouverte
pour tout morphisme lisse f : X → Y de F -variétés. Alors F est topologiquement hensélien : le
lecteur le vérifiera en utilisant le fait que si f est étale, le morphisme diagonal X → X ×Y X est
une immersion ouverte. (Cette remarque n’est pas utilisée dans la suite).

Nous allons justifier cette terminologie par l’énoncé suivant (sans doute bien connu, mais
difficile à trouver sous cette forme dans la littérature).

3.1.4 Proposition. Tout corps valué hensélien est topologiquement hensélien.

Démonstration. Soient F un corps valué hensélien et f : X → Y un morphisme étale de F -
variétés. Soit x ∈ X(F ) et soit y son image dans Y (F ) : montrons que ftop est un homéomor-
phisme local au point x. Bien entendu, il nous suffira pour cela de supposer que f est étale au
point x, ce que nous ferons systématiquement dans les réductions qui vont suivre.

On peut supposer que Y = Spec (A) est affine et que X est un ouvert de Spec (A[T ]/P (T ))
où P ∈ A[T ] est un polynôme (unitaire, si l’on veut) tel que P ′(x) 6= 0 [BLR90, § 2.3, proposition
3]. Sans perte de généralité, on peut supposer que X = Spec (A[T ]/P (T )). On plonge Y dans
un espace affine Ỹ = AnF = Spec (Ã) et on relève P (T ) en un polynôme unitaire P̃ (T ) ∈ Ã[T ].
Remplaçant Y par Ỹ et P par P̃ , nous sommes ramenés à la situation où Y = AnF = SpecF [Z] =
SpecF [Z1, . . . , Zn], X = Spec (F [Z, T ]/(P )) où P est unitaire en T , et où y (resp. x) est l’origine
de AnF (resp. de An+1

F ). En outre, la projection X → Y étant étale en x, nous pouvons choisir les
coordonnées de manière que l’hyperplan tangent en x à X ait pour équation T = 0, de sorte que
P est (à un scalaire inversible près) de la forme

P (Z, T ) = T +
∑
|I|+j>2

aI,j Z
IT j (aI,j ∈ F ) .

Notons R l’anneau de la valuation v, et m son idéal maximal. Pour α ∈ F×, nous pouvons
remplacer P par Pα(Z, T ) := 1

αP (αZ, αT ). Le coefficient de ZIT j dans Pα est α|I|+j−1aI,j :
dans cette formule l’exposant de α est strictement positif donc, prenant α assez proche de 0, on
peut supposer que les coefficients aI,j sont dans m. La propriété de Hensel montre alors que pour
chaque z ∈ Rn, le polynôme P (z, T ) ∈ R[T ] admet une unique racine t(z) dans m. En d’autres
termes, ftop induit une bijection entre f−1

top(Rn) ∩ (Rn × m) (voisinage de x dans Xtop) et Rn

(voisinage de y dans Fn).
Il reste à voir que l’application z 7→ t(z) est continue à l’origine, et pour cela il suffit d’établir

que
v(t(z)) > min

i=1,...,n
v(zi) .
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En d’autres termes, nous devons montrer que si z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn et t ∈ m vérifient

v(t) < min
i=1,...,n

v(zi)

(ce qui implique que t 6= 0), alors on a P (z, t) 6= 0. Il suffit pour cela de voir que chaque terme
zI tj , pour |I|+ j > 2, est de valuation strictement supérieure à v(t) (rappelons que v(aI,j) > 0).
Or c’est vrai si |I| > 1 vu l’hypothèse sur les v(zi), et c’est vrai si I = 0 car alors j > 2 et
t ∈ mr {0}.

3.2 Extension aux espaces algébriques
À partir de 3.2.6, le corps topologique F sera toujours supposé topologiquement hensélien.
On identifie la catégorie VARF à une sous-catégorie pleine de la catégorie ALGF des F -espaces

(c’est-à-dire, rappelons-le, des F -espaces algébriques quasi-séparés de type fini). On se propose
de définir, pour tout F -espace X, une topologie sur X(F ), qui coïncide avec celle déjà définie
lorsque X est un schéma. Le cas d’un corps valué complet de rang 1 est traité dans [Con12, § 5].
Pour ne pas allonger démesurément ce travail, nous omettons ici la plupart des démonstrations.

3.2.1 Définition. Soit X un F -espace. On munit X(F ) de la topologie suivante : une partie
Ω ⊂ X(F ) est ouverte si et seulement si, pour toute F -variété Z et tout F -morphisme ϕ : Z → X,
l’ensemble ϕ−1(Ω) ⊂ Z(F ) est un ouvert de Ztop.

L’espace topologique ainsi obtenu sera noté Xtop ou X(F )top.

3.2.2 Remarque. En d’autres termes, on munit X(F ) de la topologie la plus fine rendant continues
toutes les applications ϕ(F ) lorsque ϕ parcourt tous les F -morphismes d’une F -variété vers X.
Noter qu’il est clair que l’on peut se limiter aux variétés Z qui sont affines.

3.2.3 Proposition.

(1) Si X est une F -variété, la topologie définie en 3.2.1 (où X est vue comme F -espace) coïncide
avec celle déjà définie en 3.1.

(2) Soit f : X → Y un morphisme de F -espaces. Alors :
(i) l’application ftop : Xtop → Ytop induite par f sur les points F -rationnels est continue ;
(ii) si f est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée), alors

ftop est un homéomorphisme sur son image, qui est localement fermée (resp. ouverte,
resp. fermée) dans Ytop.

Démonstration. Les assertions (1) et (2) (i) sont immédiates à partir de la définition 3.2.1. Mon-
trons l’assertion (2) (ii) : si f est une immersion alors ftop est injective, donc il suffit de voir que
si f est une immersion ouverte (resp. fermée) alors ftop est une application ouverte (resp. fermée),
le cas d’une immersion arbitraire en résultant par composition.

Traitons le cas d’une immersion ouverte (celui d’une immersion fermée est entièrement ana-
logue). Soit Ω un ouvert de Xtop, et montrons que ftop(Ω) est ouvert dans Ytop : soit donc
h : Y ′ → Y un F -morphisme, où Y ′ est une variété. Il s’agit de voir que h−1

top(ftop(Ω)) est
un ouvert de Y ′top. Posons X ′ = X ×Y Y ′ et soient f ′ : X ′ → Y ′ et h′ : X ′ → X les mor-
phismes évidents. Alors f ′ est une immersion ouverte, et en particulier X ′ est un schéma. De plus
h−1

top(ftop(Ω)) = f ′top(h′−1
top (Ω)) qui est bien ouvert dans Y ′top puisque h′−1

top (Ω) est ouvert dans X ′top

et que f ′ est une immersion ouverte entre variétés.

Lorsque F est topologiquement hensélien, on dispose d’une autre caractérisation de la topolo-
gie de 3.2.1, en termes de recouvrements étales (cf. 3.2.6 plus bas). Pour y parvenir, nous aurons
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besoin de l’énoncé suivant, variante d’un résultat de Gruson et Raynaud [GR71, I, proposition
5.7.6], et de son corollaire :

3.2.4 Proposition. [CLO09, Theorem 3.1.1] Soit X un espace algébrique quasi-compact et
quasi-séparé. Il existe une suite croissante finie

∅ = U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Ur = X

d’ouverts quasi-compacts de X, avec la propriété suivante : pour chaque i > 0, si l’on note Zi
le sous-espace fermé réduit de Ui complémentaire de Ui−1, il existe un morphisme étale surjectif
πi : Yi → Ui qui est un isomorphisme au-dessus de Zi, et où Yi est un schéma quasi-compact et
séparé.

3.2.5 Corollaire. Soit X un espace algébrique quasi-compact et quasi-séparé. Il existe un
schéma affine Y et un morphisme étale surjectif π : Y → X tel que pour tout anneau artinien A
l’application Y (A)→ X(A) induite par π soit surjective.

3.2.6 Proposition. On suppose F topologiquement hensélien.
Soit Y un F -espace. Fixons un F -morphisme étale π : X → Y , oùX est une F -variété séparée.

Alors πtop : Xtop → Ytop est ouverte.
En particulier, si de plus π induit une surjection de X(F ) sur Y (F ) (étant donné Y , un

tel morphisme π existe, d’après 3.2.5), alors Ytop s’identifie au quotient de Xtop par la relation
d’équivalence définie par πtop.

3.2.7 Produits fibrés. Considérons un diagramme cartésien

X ×S Y
g′ //

f ′

��

X

f
��

Y
g // S

de F -espaces. Notons j : X ×S Y → X ×F Y le monomorphisme naturel : il induit une injection
continue

jtop : (X ×S Y )top ↪→ (X ×F Y )top .

On a d’autre part une application continue naturelle

α : (X ×S Y )top → Xtop ×Stop Ytop

déduite des propriétés universelles, et évidemment bijective.

Proposition. Avec les hypothèses ci-dessus, on suppose F topologiquement hensélien.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) α est un homéomorphisme ;
(ii) jtop est un homéomorphisme sur son image.

(2) Les conditions de (1) sont satisfaites dans les deux cas suivants :

(iii) l’un des morphismes f , f ′, g, g′ est une immersion ;
(iv) S est localement séparé.

3.2.7.1 Remarques. (1) Bien entendu, un cas particulier de (iv) est celui où S = Spec (F ). En
d’autres termes, le foncteur X 7→ Xtop commute aux produits de F -espaces.
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(2) Le cas (iii) n’utilise pas l’hypothèse que F est topologiquement hensélien.
(3) Un cas particulier utile de (iii) est le fait que pour f : X → S quelconque et s ∈ S(F ), la fibre
f−1

top(s) s’identifie à (f−1(s))top, l’inclusion d’un point rationnel étant toujours une immersion.
(4) On verra en 7.3 un exemple où les conditions de (1) ne sont pas satisfaites.

3.2.8 Proposition. (morphismes lisses et étales) On suppose F topologiquement hensélien. Soit
f : X → Y un morphisme lisse de F -espaces. Alors :
(1) ftop : Xtop → Ytop est ouverte.
(2) On suppose que f est étale et que, de plus, la bijection naturelle

(X ×Y X)top → Xtop ×Ytop Xtop est un homéomorphisme (condition vérifiée notamment,
d’après 3.2.7, si Y est localement séparé). Alors ftop est un homéomorphisme local.

(3) Si Y est localement séparé, alors ftop « a des sections locales » au sens suivant : pour tout
x ∈ Xtop, il existe un voisinage V de f(x) dans Ytop et une section continue s : V → Xtop

de f sur V telle que s(f(x)) = x.

3.3 Corps valués henséliens : utilisation de modèles entiers
On suppose dans cette section que F est un corps muni d’une valuation (non triviale) v

d’anneau A, et de la topologie associée. On notera I l’ensemble des idéaux stricts et non nuls
de A, m ∈ I son idéal maximal, k = A/m son corps résiduel.

On se propose de décrire l’espace Xtop, où X est une F -variété, en termes des « modèles
entiers » de X, c’est-à-dire des A-espaces algébriques X de type fini munis d’un isomorphisme
XF

∼→X. Comme dans la section 3.2, les démonstrations sont omises.

3.3.1 Topologie sur les points entiers. Soit X un A-espace algébrique quasi-séparé de type
fini. (Le lecteur pourra constater que les constructions qui suivent ont un sens pour des foncteurs
plus généraux).

On notera
ρX ,J : X (A) −→ X (A/J) (J ∈ I)
ρX : X (A) −→ lim←−

J∈I
X (A/J)

les applications évidentes ; on utilisera aussi la notation « x mod J » pour ρX ,J(x).
On munira chaque X (A/J) de la topologie discrète, lim←−J∈I X (A/J) de la topologie limite

projective, et l’ensemble X (A) de la topologie induite via ρX . L’espace topologique obtenu sera
noté X (A)A,top, ou XA,top.

3.3.1.1 Proposition. L’application ρX est injective. En particulier, l’espace XA,top est séparé.

Démonstration. Soient x et x′ dans X (A) ayant même image par ρX . Le noyau de la double
flèche

Spec (A)
x
⇒
x′

X

est alors représenté par un monomorphisme de A-schémas Z → Spec (A) ; d’autre part, le fait que
ρX (x) = ρX (x′) entraîne l’existence, pour chaque J ∈ I, d’un A-morphisme sJ : Spec (A/J) →
Z. Comme Z est un schéma (et les sJ automatiquement compatibles), on en déduit un A-
morphisme Spec (Â) → Z. Ainsi, Z → Spec (A) est à la fois un monomorphisme de schémas
et un épimorphisme de faisceaux fpqc (rappelons que Â est fidèlement plat sur A) ; c’est donc un
isomorphisme, de sorte que x = x′.
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Si x ∈X (A) et J ∈ I, on notera BX (x, J) la « boule de rayon J »

BX (x, J) = ρ−1
X,J (ρX,J(x)) =

{
x′ ∈X (A) | x′ mod J = x mod J

}
(de sorte que la famille (BX (x, J))J∈I est une base de voisinages ouverts de x dans XA,top).

Si ϕ : X → Y est un morphisme d’espaces algébriques quasi-séparés de type fini sur A,
l’application naturelle ϕA,top : XA,top → YA,top est continue, et plus précisément envoie BX (x, J)
dans BY (ϕ(x), J) pour tout x ∈X (A) et tout J ∈ I.

3.3.2 Proposition. On garde les notations de 3.3.1 ; en particulier les lettres X , Y désignent
des A-espaces algébriques quasi-séparés de type fini, et ϕ : X → Y un A-morphisme.
(1) Le foncteur X 7→ XA,top (de la catégorie des A-espaces algébriques quasi-séparés de type

fini dans celle des espaces topologiques) commute aux produits fibrés finis.
(2) Si ϕ est un monomorphisme, alors ϕA,top est un plongement topologique fermé.
(3) Supposons A hensélien et ϕ étale. Alors ϕA,top est un homéomorphisme local ; plus précisé-

ment, pour tout x ∈ X (A) et tout J ∈ I, ϕA,top induit un homéomorphisme de BX (x, J)
sur BY (f(x), J).

3.3.2.1 Remarque (non utilisée dans la suite). Avec les notations de 3.3.1, il est clair que l’applica-
tion ρX se factorise par X (Â), puisque A/J ∼→ Â/JÂ pour tout J ∈ I. En fait, on voit facilement
que l’ensemble lim←−J∈I X (A/J) s’identifie à X (Â) si Â est hensélien, ou de façon équivalente si
chacun des quotients A/J (J ∈ I) est hensélien ; ce sera le cas notamment si A est hensélien, ou
si Γ est de rang 1 (c’est-à-dire si dimA = 1).

3.3.3 Comparaison des topologies sur les A-points et les F -points. Gardons les hypo-
thèses et notations de 3.3.1 ; en outre, notons j : Spec (F ) ↪→ Spec (A) le morphisme canonique,
et considérons l’application naturelle

j∗ : XA,top −→ XF,top

x 7−→ x ◦ j .

Rappelons que XA,top est l’ensemble X (A) muni de la topologie de 3.3.1 ; par ailleurs, XF,top

désigne l’ensemble X (F ), identifié à XF (F ) et muni à ce titre de la topologie du § 3.2 (puisque
XF = X ⊗A F est un F -espace algébrique de type fini).

3.3.4 Proposition. Avec les notations de 3.3.3, on suppose en outre que A est hensélien, ou
bien que X est un schéma. Alors :
(1) j∗ est continue et ouverte.
(2) Si XF est localement séparé, j∗ est un homéomorphisme local.
(3) Si X est localement séparé, alors, pour tout x ∈ X (A), j∗ induit un homéomorphisme de

BX (x,m) sur un ouvert de X (F ).
(4) Si X est séparé (resp. propre sur A), alors j∗ est un plongement topologique ouvert (resp.

un homéomorphisme).

Donnons quelques indications sur la preuve de 3.3.4.

(a) On commence par montrer que si X est localement séparé, alors (sans hypothèse hensélienne
sur A) la restriction de j∗ à BX (x,m) est injective (pour y et y′ ayant même image, considérer

le noyau de Spec (A)
y′

⇒
y

X ).
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(b) Il en résulte que pour X localement séparé, les assertions (2) et (3) sont équivalentes.

(c) On montre l’assertion (3) lorsque X est un schéma par réduction au cas affine.

(d) Pour A hensélien et XF localement séparé, il y a un A-schéma affine X ′ et un A-morphisme
étale π : X ′ →X tels que x se relève en x′ ∈X ′(A). On montre alors l’assertion (2) en utilisant
3.3.2 (3) (appliqué à π), 3.2.8 (2) (appliqué à πF ), et l’assertion (3) pour les schémas (appliquée
à X ′).

(e) L’assertion (4) est conséquence évidente de l’assertion (2) et du fait que, pour X séparé
(reps. propre), j∗ est injective (resp. bijective).

(f) Enfin, l’assertion (1) est immédiate (et résulte d’ailleurs de (2)) si X est un schéma affine ;
pour A hensélien, on se ramène à ce cas en utilisant 3.3.2 (3) comme en (d).

3.4 Torseurs sous un groupe lisse
3.4.1 Proposition. Soit F un corps topologiquement hensélien. Soient G un F -groupe algé-
brique lisse, Y un F -espace et f : X → Y un G-torseur au-dessus de Y (de sorte que X est aussi
un F -espace).

Alors ftop : Xtop → Ytop est ouverte, et son image I ⊂ Ytop est ouverte et fermée.
Si de plus Y est localement séparé, l’application induite Xtop → I est une Gtop-fibration

principale.

Démonstration. Comme f est lisse, ftop est ouverte (3.2.8 (1)), et son image est ouverte. Cette
image est l’ensemble des y ∈ Y (F ) tels que le G-torseur Xy := f−1(y) sur Spec (F ) soit trivial.
Elle est donc fermée en vertu du lemme 3.4.1.1 ci-dessous.

La dernière assertion vient du fait que Xtop → Ytop est automatiquement un pseudo-torseur
sous Gtop par fonctorialité (c’est-à-dire que l’application Gtop ×Xtop → Xtop ×Ytop Xtop donnée
par (g, x) 7→ (gx, x) est un homéomorphisme ; on utilise ici la compatibilité aux produits fibrés),
et que ftop admet des sections locales au voisinage de tout point de I (3.2.8 (3)).

3.4.1.1 Lemme. Sous les hypothèses de la proposition 3.4.1, l’application

[f ] : Ytop −→ H1
et(F,G)

y 7−→ [Xy]

est localement constante.

Démonstration. Fixons une classe ξ ∈ H1
et(F,G), et soit T un G-torseur sur Spec (F ) de classe ξ.

Considérons le G-torseur « constant » TY = T ×F Y au-dessus de Y . Le faisceau étale I :=
IsomGY

(TY , X) des morphismes (de G-torseurs sur Y ) de TY vers X est un torseur sous le groupe
des G-automorphismes de T ; ce groupe est une forme intérieure de G et donc un F -groupe lisse,
de sorte que l’image de I(F ) dans Ytop est ouverte. Or celle-ci n’est autre que [f ]−1(ξ), d’où la
conclusion.

3.4.2 Proposition. Soit F un corps topologiquement hensélien. Soient G un F -groupe algé-
brique, Y un F -espace, et f : X → Y un G-torseur au-dessus de Y .

On note I ⊂ Ytop l’image de ftop. Considérons les propriétés suivantes :

(i) l’application induite Xtop → I est une Gtop-fibration principale ;
(ii) l’application induite Xtop → I est ouverte ;
(iii) l’application induite Xtop/G(F )→ I est un homéomorphisme ;
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(iv) ftop : Xtop → Ytop est stricte (1.7).
Alors on a les implications (i)⇒(ii)⇔(iii)⇔(iv), et les quatre conditions sont équivalentes si Y
est localement séparé.

3.4.2.1 Remarque. Lorsque F est un corps valué admissible, cette proposition est une conséquence
triviale du théorème principal 1.2 : les propriétés (ii) à (iv) sont vraies, et la propriété (i) l’est si Y
est localement séparé. Comme le théorème 1.2 sera démontré sans utiliser 3.4.2, cette proposition
est donc redondante dans ce cas. Ceci étant, elle donne un résultat partiel dans la direction de 1.2
sans faire intervenir les compactifications.

Démonstration de la proposition. Les implications (i)⇒(ii)⇒(iii)⇔(iv) sont immédiates ; en outre
(iii)⇒(ii) vient du fait que la relation d’équivalence déduite d’une action continue de groupe est
toujours ouverte.

Supposons maintenant la propriété (ii) vérifiée et Y localement séparé, et montrons la propriété
(i). Posons X ′ = X/G\, où G\ est défini en 2.4 ; noter en particulier que G\top = Gtop. Alors f se
factorise suivant

f : X
f ′−→ X ′

g−→ Y .

Notons I ′ ⊂ X ′top l’image de f ′top. On a un diagramme d’espaces topologiques

Xtop
f ′1−→−→ I ′

g1−→−→ I ↪→ Ytop

où f ′1 est surjective par définition de I ′, et g1 bijective par 2.4.2. Par hypothèse la composée g1◦f ′1
est ouverte. On en déduit que g1 est ouverte, donc est un homéomorphisme de I ′ sur I. Il suffit donc
de voir que f ′1 est une G\top-fibration principale. Comme f ′ est un G\-torseur et que G\ est lisse,
il suffit pour cela d’appliquer 3.4.1 en remarquant que X ′ est localement séparé : cette dernière
propriété résulte de l’hypothèse sur Y et du fait que g : X ′ → Y est un morphisme séparé (il est
localement isomorphe, pour la topologie fppf sur sur Y , à la projection Y × (G/G\)→ Y ).

3.5 Corps valués henséliens : approximation faible et applications
3.5.1 Rappels sur les corps valués henséliens.

Soit (K, v) un corps valué, d’anneau de valuation A. Rappelons que pour que (K, v) soit
hensélien (c’est-à-dire pour que A soit un anneau local hensélien) il faut et il suffit que pour
toute extension finie L de K, la valuation v se prolonge de manière unique en une valuation de L
[War89, théorème 32.8]. Dans ce cas, on supposera toujours L muni de cette valuation, et de la
topologie associée.

On prendra garde qu’un corps valué complet n’est pas nécessairement hensélien ; c’est toutefois
vrai si la valuation est de rang 1.

Supposons (K, v) hensélien ; notons K̂ son complété, et Ks une clôture séparable de K.
Alors K̂ est hensélien (c’est immédiat) et de plus K est séparablement fermé dans K̂ [War89,
théorème 32.19], de sorte que K̂ ⊗K Ks est un corps. Le corps K̂ ⊗K Ks est même une clôture
séparable de K̂. En effet, en vertu du théorème de l’élément primitif, une extension finie séparable
de K̂ est isomorphe à K̂[t]/P (t) où P désigne un K̂-polynôme unitaire séparable ; si Q est un
K-polynôme unitaire (séparable) assez proche de P , alors P (T ) et Q(T ) ont même corps de dé-
composition sur K̂ [War89, 32.20], donc P se décompose sur K̂⊗KKs. On a montré que K̂⊗KKs

est une clôture séparable de K̂, on a donc un isomorphisme Gal(K̂ ⊗K Ks/K̂)
∼−→ Gal(Ks/K).

3.5.2 Proposition. (approximation faible) Soient F un corps valué hensélien et X un F -espace.
On suppose que X est lisse ou que F est admissible (1.1.1). Alors X(F ) est dense dans X(F̂ ).
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Démonstration. Dans les deux cas, les énoncés 3.2.5 et 3.2.6 permettent de se ramener au cas
où X est une variété.

Lorsque F est admissible, le résultat est alors démontré dans [MB12b, corollaire 1.2.1] (comme
conséquence du théorème d’approximation fort, voir 4.2.2 plus bas).

Supposons désormais X lisse. On peut en outre supposer X affine et purement de dimension
d > 1. Soient Ω un ouvert non vide de X(F̂ )top et x ∈ Ω. Remplaçant X par un voisinage affine
de x, on peut supposer qu’il existe un morphisme étale f : X → Ad

F . Comme F̂ est hensélien,
la proposition 3.1.4 montre que l’application ftop : X(F̂ )top → F̂ d est ouverte. En particulier
ftop(Ω) est ouvert dans F̂ d, donc rencontre F d car F est dense dans F̂ . Autrement dit, Ω rencontre
f−1

top(F d). Mais comme F est séparablement fermé dans F̂ et f étale, on a f−1
top(F d) = X(F ), d’où

X(F ) ∩ Ω 6= ∅.

3.5.3 Proposition. Soit (K, v) un corps valué hensélien, de complété K̂. Soit G un K-schéma
en groupes localement de type fini. On notera

ρi : Hi(K,G)→ Hi(K̂,G)

l’application naturelle, définie pour i ∈ {0, 1} en général et pour i ∈ N si G est commutatif.

(1) Si K est admissible, ρ1 est injective.

(2) Si G est lisse, ρ1 est bijective.

(3) Si G est commutatif, ρi est bijective pour tout i > 2.

Démonstration. (1) L’argument de torsion habituel nous ramène à établir la trivialité du noyau
de l’application H1(K,G) → H1(K̂,G). Soit donc E un G-torseur tel que E(K̂) 6= ∅. Alors E
est automatiquement un K-espace algébrique séparé et localement de type fini ; il admet donc
un sous-espace ouvert U , de type fini sur K et vérifiant U(K̂) 6= ∅. Le théorème d’approximation
faible 3.5.2 montre que E(K) 6= ∅. On conclut que E/K est le G-torseur trivial.
(2) Comme G est lisse sur K, les cohomologies étale et fppf de G coïncident. D’autre part tout G-
torseur est lisse sur K, de sorte que l’injectivité se démontre comme en (1) en utilisant le cas lisse
de 3.5.2. Pour la surjectivité, on se limite dans un premier temps au cas où G est affine. On plonge
alors G dans un K-groupe linéaire GL(V ) et on pose X = GL(V )/G. Suivant le théorème 90
de Hilbert, H1

et(K,GL(V )) = 1 et H1
et(K̂,GL(V )) = 1. La suite exacte courte de cohomologie

galoisienne [Ser94, I.5.4] produit donc un carré commutatif exact d’ensembles pointés

X(K) −−−−→ H1
et(K,G) −−−−→ 1y y

X(K̂) −−−−→ H1
et(K̂,G) −−−−→ 1 .

On a vu que l’application X(K̂)top → H1
et(K̂,G) est localement constante (lemme 3.4.1.1).

Comme X(K) est dense dans X(K̂)top d’après 3.5.2, il suit que le composé X(K) → X(K̂) →
H1

et(K̂,G) est surjectif. Le diagramme ci-dessus permet de conclure que l’application H1(K,G)→
H1

et(K̂,G) est surjective, donc bijective.
Il reste à montrer la surjectivité de la restriction H1

et(K,G) → H1
et(K̂,G) pour G/K lisse

quelconque. Soit γ̂ ∈ H1
et(K̂,G), et soit L une extension finie séparable de K̂ qui trivialise γ̂.

D’après 3.5.1, il existe une extension finie séparable K ′ de K telle que L = K̂ ⊗K K ′, qui est
aussi le complété K̂ ′ de K ′.
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Le quotient X =
(∏

K′/K G
)
/G est représentable par un K-schéma [SGA3, VIA.3.2]. On

observe que X est une K-forme de G[K′:K]−1 donc est lisse. On a le diagramme commutatif
d’ensembles pointés

X(K) −−−−→ H1
et(K,G) −−−−→ H1

et

(
K,

∏
K′/K

G
) ∼←− H1

et(K
′, G)y y y y

X(K̂) −−−−→ H1
et(K̂,G) −−−−→ H1

et

(
K̂,

∏
K′/K

G
) ∼←− H1

et(K̂
′, G) ,

où dans chaque ligne la suite des deux premières flèches est exacte, et où les bijections de droite
sont celles « de Shapiro » [SGA3, XXIV.8.4]. L’application X(K̂)top → H1

et(K̂,G) est locale-
ment constante et X(K) est dense dans X(K̂)top, donc X(K) se surjecte sur H1(K̂ ′/K̂,G), qui
contient γ̂ vu le choix de K ′. Le diagramme ci-dessus montre que γ̂ provient de H1

et(K,G).
(3) Premier cas : G est lisse. On va utiliser l’argument classique de décalage par récurrence
sur i > 2 en notant que le cas i = 1 a été traité. Pour tout corps F/K, on a Hi

et(F,G)
∼−→

Hi
fppf(F,G) pour tout i > 0 (voir [Gro68, 11.7] ou [Mil80, III.3.9 et 3.11.(b)]). En particulier

Hi(K,G) coïncide avec la cohomologie galoisienne Hi(Gal(Ks/K), G(Ks)) et commute aux limites
inductives filtrantes de K-corps. Soit donc K ′/K une extension finie séparable et considérons le
K-groupe quotient (lisse) H =

(∏
K′/K G

)
/G. La suite exacte de K-groupes

0→ G→
∏
K′/K

G→ H → 0

donne lieu au diagramme commutatif exact
Hi−1

et (K,
∏

K′/K

G) −−−−→ Hi−1
et (K,H) −−−−→ Hi

et(K,G) −−−−→ Hi
et(K,

∏
K′/K

G)y yo y y
Hi−1

et (K̂,
∏

K′/K

G) −−−−→ Hi−1
et (K̂,H) −−−−→ Hi

et(K̂,G) −−−−→ Hi
et(K̂,

∏
K′/K

G) .

La seconde flèche verticale (en partant de la gauche) est bijective suivant l’hypothèse de récur-
rence. La première l’est également en tenant compte du « lemme de Shapiro » [Ser94, I.2.5]. Par
suite l’application

ker
(
Hi

et(K,G)→ Hi
et(K

′, G)
)
→ ker

(
Hi

et(K̂,G)→ Hi
et(K̂ ⊗K K ′, G)

)
est bijective. En passant à limite sur les sous-extensions finies K ′/K de Ks, on obtient que

Hi
et(K,G)

∼−→ ker
(
Hi

et(K̂,G)→ Hi
et(K̂ ⊗K Ks, G)

)
.

Suivant 3.5.1, le corps K̂⊗KKs est séparablement clos, d’où la bijection souhaitée Hi
et(K,G)

∼−→
Hi

et(K̂,G).

Second cas : G est fini. Soit A l’algèbre affine du dual de Cartier de G. Alors G se plonge
canoniquement dans le groupe des unités U de A, qui est un ouvert de Zariski du K-espace affine
sous-jacent à A et est donc lisse. On a donc une suite exacte 1 → G → U → U/G → 1. Les
groupes U et U/G étant lisses commutatifs, ils sont justiciables du cas précédent et l’on conclut
par dévissage.

Cas général. En caractéristique nulle, G est lisse et le premier cas suffit. SiK est de caractéristique
p > 0, il existe un entier n > 1 tel que le quotient de G′ = G/FrnG par le noyau du morphisme
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de Frobenius itéré soit lisse [SGA3, VIIA.8.3]. Ce noyau N = FrnG est fini sur K. En tenant
compte des cas précédents, la suite exacte 1 → N → G → G′ → 1 donne donc le résultat par
dévissage.

3.5.4 Remarques. (a) L’assertion (1) est fausse si K est hensélien mais non admissible. Plus
généralement, soit E ⊂ F une extension de corps non séparable, de caractéristique p. Alors il
existe une suite (a1, . . . , an) dans E, libre sur Ep mais liée sur F p, avec n minimal. Considérons
le E-groupe algébrique G noyau de l’homomorphisme

f : (x1, . . . , xn−1) 7→
n−1∑
i=1

xpi ai

de Gn−1
a dans Ga. Alors l’équation f(x1, . . . , xn−1) = an définit un G-torseur non trivial qui est

trivialisé par F . Ainsi l’application naturelle H1(E,G)→ H1(F,G) n’est pas injective.
(b) L’assertion (2) est fausse en général pour un K-groupe non lisse comme l’indique le contre-
exemple suivant. On note A l’hensélisé de Fp[t] en 0 et K son corps de fractions. Alors le complété
de K est Fp((t)). La flèche K/Kp → K̂/(K̂)p n’est pas surjective car le membre de gauche est
dénombrable alors que le membre de droite ne l’est pas.
(c) Lorsque G est lisse ou K admissible (cas (1) et (2)), le théorème d’approximation faible 3.5.2,
appliqué à G, peut être vu comme le cas i = 0 : l’application ρ0 : G(K) → G(K̂) (évidemment
injective) est d’image dense pour la topologie naturelle sur G(K̂).

4. Corps valués admissibles ; le cas d’un groupe G tel que G◦red soit lisse

4.1 Corps valués admissibles : généralités
Donnons d’abord quelques propriétés élémentaires des corps valués admissibles, définis en

1.1.1 ; elles ne seront pas utilisées ici, et nous en laissons au lecteur les détails des démonstrations.

4.1.1 Proposition. Soit (K, v) un corps valué admissible, de complété K̂ et d’exposant carac-
téristique p.
(1) K est algébriquement fermé dans K̂.
(2) L’endomorphisme x 7→ xp de K est fermé.
(3) Si L est une extension finie de K (munie de sa valuation prolongeant v, cf. 3.5.1), alors :

(a) L est admissible ;
(b) l’homomorphisme canonique K̂ ⊗K L→ L̂ est un isomorphisme ;
(c) comme K-espace vectoriel topologique, L est topologiquement libre (c’est-à-dire iso-

morphe à K⊕[L:K]) ; en particulier tout sous-espace vectoriel de L (et notamment K) est
fermé dans L.

Donnons seulement quelques indications sur la preuve de l’assertion (3). On sait d’après
[Bou75, VI.8.2] que l’homomorphisme de la partie (3)(b) est surjectif et a pour noyau le nilradical
de K̂⊗K L ; puisque K̂/K est séparable, la partie (3)(b) en résulte (et entraîne immédiatement la
partie (3)(a)). Pour montrer la partie (3)(c), rappelons d’abord qu’elle est vraie si K est complet :
sur un corps valué complet non discret, tout espace vectoriel topologique séparé de dimension
finie est libre [Bou75, VI.5.2, proposition 4]. Soit maintenant ϕ : L → K une forme K-linéaire,
et montrons que ϕ est continue (ce qui suffit pour montrer la partie (3)(c)). L’assertion (3)(b)
implique que ϕ se prolonge en une forme K̂-linéaire ϕ

K̂
: L̂ → K̂ ; celle-ci est automatiquement

continue d’après le cas complet, donc ϕ l’est aussi par restriction.
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4.2 Le théorème d’approximation fort ; applications
4.2.1 Notations. On désigne par (K, v) un corps valué admissible, par A l’anneau de v, par k
son corps résiduel et par K̂ le complété de K.

4.2.2 Théorème (« théorème d’approximation fort »). Sous les hypothèses de 4.2.1, soit Z un
A-espace algébrique de présentation finie. Pour tout idéal non nul J de A, il existe un idéal non
nul J ′ ⊂ J tel que Z (A) et Z (A/J ′) aient même image dans Z (A/J).

Démonstration. Lorsque Z est un schéma, le théorème est établi dans [Gre66] pour les valuations
discrètes et dans [MB12b] pour le cas général.

Sinon, il existe d’après 3.2.5 un morphisme étale π : Z ′ → Z , où Z ′ est un schéma affine,
tel que (notamment) l’application induite πk : Z ′(k)→ Z (k) soit surjective.

Or, comme π est étale et que A (et donc tout quotient de A) est hensélien, le système projectif
(Z ′(A/J))J (où J parcourt les idéaux stricts de A) se déduit du système projectif (Z (A/J))J
par le changement de base surjectif πk. L’énoncé est une conséquence formelle de cette remarque
et du cas des schémas (appliqué à Z ′).

4.2.2.1 Remarque. Dans l’énoncé de 4.2.2, on peut prendre J ′ de la forme cJn, où n ∈ N>0 et
c ∈ Ar {0} sont indépendants de J ; nous n’aurons pas à utiliser ce fait.

Le théorème 4.2.2 a la conséquence suivante, essentielle pour la preuve de 1.2.

4.2.3 Théorème. Sous les hypothèses de 4.2.1, soit f : X → Y un morphisme propre de K-
espaces, et soit y un point de Y (K). On suppose que la fibre C := f−1

top(y) ⊂ Xtop est compacte
(observer qu’elle est a priori séparée puisqu’elle s’identifie à (Xy)top, cf. 3.2.7.1 (3)).

Alors tout voisinage U de C dans Xtop contient un voisinage de la forme f−1
top(V ), où V est

un voisinage de y dans Ytop.
De façon équivalente, si Φ ⊂ Xtop est un fermé disjoint de C, alors y n’est pas adhérent

à ftop(Φ).

Démonstration. Commençons par le cas où Y est une K-variété, que l’on peut supposer affine,
la question étant locale sur Ytop. Choisissons alors un A-schéma affine Y , de présentation finie,
de fibre générique Y , tel que y se prolonge en un point ỹ ∈ Y (A). Alors Y (A) est un voisinage
de y (identifié à ỹ) dans Y (K) ; quitte à restreindre U , on peut supposer que U ⊂ f−1

top(Y (A)).

4.2.3.1 Lemme. Il existe un A-espace X de présentation finie, de fibre générique X, et un
A-morphisme propre ϕ : X → Y tel que ϕK : XK → YK s’identifie à f .

Démonstration. C’est essentiellement le théorème de compactification de Nagata (voir [CLO09,
Theorem 1.2.1], ou [Con07, Theorem 4.1] pour le cas des schémas), mais il faut prendre garde que
le morphisme naturelX → Y n’est pas en général de type fini. Il faut commencer par prolongerX
en un Y -espace de présentation finie X1, de fibre générique X : il suffit ensuite d’appliquer le
théorème cité à X1 → Y .

Lorsque X est un schéma, l’existence de X1 résulte des théorèmes généraux de [EGAIV,
§ 8]. Pour un espace algébrique, on écrit X comme quotient d’un Y -schéma X ′ par une Y -relation
d’équivalence étaleR⇒ X, et l’on applique les résultats de loc. cit. au diagramme en question.

On fixe désormais un « Y -modèle propre » ϕ : X → Y comme dans le lemme 4.2.3.1. Le
critère valuatif de propreté implique alors que f−1

top(Y (A)) = X (A) (vus comme sous-ensembles
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de X(K)) ; nous savons en outre par 3.3.4 (4) que les sous-espaces de Xtop et Ytop ainsi définis
coïncident avec les espaces XA,top et YA,top définis en 3.3.1. Nous pouvons donc, dans l’énoncé,
remplacer Xtop et Ytop par XA,top et YA,top ; en particulier, une base d’ouverts de XA,top est
fournie par les boules BX (ξ, J) (ξ ∈X (A), J idéal non nul de A) définies en 3.3.1.

Nous noterons Xỹ le produit fibré X ×Y ,ỹ Spec (A) : c’est un sous-espace fermé de X et
un A-schéma propre, et Xỹ(A) s’identifie à C. La compacité de C implique donc que, quitte à
restreindre U , on peut supposer que celui-ci est, pour J convenable, de la forme

U =
⋃
ξ∈C

BX (ξ, J)

=
{
ξ′ ∈X (A) | ∃ξ ∈Xỹ(A), ξ mod J = ξ′ mod J

}
.

Le théorème d’approximation 4.2.2, appliqué avec Z = Xỹ, fournit un idéal J ′ ⊂ J de A tel que
Xỹ(A/J

′) et Xỹ(A) aient la même image dans Xỹ(A/J).
Posons alors V := BY (ỹ, J ′) ; soit ξ ∈ ϕ−1(V ), et vérifions que ξ ∈ U . Par hypothèse,

ϕ(ξ mod J ′) = ỹ mod J ′, de sorte que ξ mod J ′ ∈ Xỹ(A/J
′). Vu le choix de J ′, son image dans

Xỹ(A/J), qui est évidemment ξ mod J , se relève en un point de Xỹ(A) ; autrement dit, on a
ξ ∈ U , comme annoncé.

Ne supposant plus que Y est un schéma, choisissons une K-variété affine Y ′ et un morphisme
étale π : Y ′ → Y tel que y se relève en y′ ∈ Y ′(F ). Considérons le produit fibré X ′ := X ×Y Y ′
et le diagramme correspondant d’espaces topologiques

C ′ �
� //

��

X ′top

π′top //

f ′top
��

Xtop

ftop

��
{y′} �

� // Y ′
πtop // Y

où l’on a posé C ′ = f ′−1
top (y′) ⊂ X ′ ; on sait (3.2.7.1) que π′top induit un homéomorphisme de C ′

sur C, de sorte que C ′ est compact.
Posons U ′ = π′−1

top (U) : c’est un voisinage de C ′ dans X ′top. Il contient donc, d’après le cas déjà
établi, un voisinage de la forme f ′−1

top (W ′), où W ′ ⊂ Y ′top est un ouvert contenant y′. On a donc

C = π′top(C ′) ⊂ π′top(f ′−1
top (W ′)) ⊂ π′top(U ′) ⊂ U .

Bien que le diagramme ci-dessus ne soit pas nécessairement cartésien, le diagramme sous-jacent
d’ensembles l’est, de sorte que

π′top(f ′−1
top (W ′)) = f−1

top(πtop(W ′)) .

Mais πtop est ouverte puisque π est étale (3.2.8) donc V := πtop(W ′) est un voisinage ouvert de y
dans Ytop, et les relations qui précèdent montrent que f−1

top(V ) ⊂ U , ce qui achève la démonstration.

4.2.4 Corollaire. [MB12b, 1.3] Sous les hypothèses de 4.2.1, soit f : X → Y un morphisme
propre de K-espaces. Alors l’image de ftop est fermée dans Ytop.

Démonstration. Appliquer le théorème 4.2.3 au fermé Φ = Xtop et à un point y /∈ Im(ftop).

4.2.5 Corollaire. Sous les hypothèses de 4.2.1, soit f : X → Y un morphisme propre de
K-espaces.
(1) Posons Z :=

{
z ∈ Ytop | f−1

top(z) est compact
}
. Alors la restriction ftop,Z : f−1

top(Z) → Z de
ftop au-dessus de Z est topologiquement propre.
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(2) Posons Z1 :=
{
z ∈ Ytop | Card

(
f−1

top(z)
)

= 1
}
. Alors la restriction ftop,Z1 de ftop au-dessus

de Z1 est un homéomorphisme.

Démonstration. Pour l’assertion (1), il suffit de montrer que ftop,Z est fermée (puisqu’elle est
à fibres compactes, cf. [Bou71, I, § 10, no 2, théorème 1]). Or c’est une conséquence immédiate
de la dernière assertion de 4.2.3. On en déduit l’assertion (2) puisque ftop,Z1 est bijective par
construction, et elle est propre d’après l’assertion (1) car Z1 ⊂ Z.

4.2.6 Corollaire. Sous les hypothèses de 4.2.1, soit f : X → Y un morphisme fini de K-
espaces. Alors ftop est fermée (et donc propre).

4.2.7 Remarque. Le corollaire 4.2.6 peut s’obtenir de manière plus directe et élémentaire : pour
le cas d’une valuation de rang 1, voir par exemple [MB12a, proposition 2.2.1].

4.3 Groupes G tels que G◦red soit lisse
On désigne par F un corps topologiquement hensélien et vérifiant la propriété suivante : pour

tout morphisme fini f : X → Y de F -variétés, l’application ftop : Xtop → Ytop est fermée.
D’après 4.2.6, ces conditions sont vérifiées notamment si F est un corps valué admissible.

4.3.1 Théorème. Soit G un F -groupe algébrique tel que le F -schéma G◦red soit lisse (c’est donc
automatiquement un sous-F -groupe de G◦). Soient Y un F -espace et f : X → Y un G-torseur.

Alors ftop : Xtop → Ytop est ouverte sur son image ; en outre celle-ci est fermée dans Ytop, et
elle est ouverte si F est parfait.

Si de plus Y est localement séparé, alors ftop fait de Xtop un Gtop-fibré principal sur son
image.

4.3.1.1 Remarque (cf. remarque 3.4.2.1). Dans le cas d’un corps valué admissible, cet énoncé est,
tout comme 3.4.2, conséquence du théorème principal 1.2, qui sera établi sans en faire usage.

Démonstration de 4.3.1. La question étant locale sur Ytop, nous pouvons supposer que Y est un
schéma.

On a G◦red ⊂ G\, de sorte que G/G\ est fini sur F .

Posons Z := X/G\, de sorte que f se décompose en X
h−→ Z

g−→ Y . Comme G\ est lisse et
F topologiquement hensélien, la proposition 3.4.1 montre que htop est ouverte et que son image
Z ′top est (ouverte et) fermée dans Ztop.

D’autre part g est un morphisme fini (et en particulier Z est un schéma), donc gtop est fermée ;
en outre, le corollaire 2.4.2 nous dit qu’elle est injective. C’est donc un homéomorphisme sur un
fermé de Ytop, ainsi que sa restriction à Z ′top. Enfin, si F est parfait, alors G\ = Gred et g est
radiciel, donc (F étant parfait) gtop est bijective et est donc un homéomorphisme : l’image de
ftop s’identifie via gtop à celle, ouverte, de htop.

Enfin, si Y est localement séparé, alors Z l’est aussi puisque g est un morphisme séparé,
donc Xtop est un Gtop-fibré principal au-dessus de Z ′top (3.4.1 à nouveau).

4.3.2 Corollaire. Soient G un F -groupe algébrique et f : X → Y un G-torseur, où X et Y sont
des F -espaces. On suppose que G◦ est de type multiplicatif. Alors ftop : Xtop → Ytop est ouverte
sur son image, qui est fermée dans Ytop ; si Y est localement séparé, c’est même un Gtop-fibré
principal sur cette image.

Démonstration. Cela résulte de 4.3.1 et du fait que G◦red est lisse.
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5. Un théorème de compactification

On désigne par k un corps quelconque, et par ks une clôture séparable de k ; les résultats de
cette section n’ont d’intérêt que si k n’est pas parfait.

5.1 Définition. Soit X une k-variété munie d’une action d’un k-schéma en groupes G. Nous
appellerons compactification G-équivariante de X une immersion ouverte G-équivariante j : X ↪→
Xc où Xc est une k-variété propre munie d’une action de G.

Dans cette situation, les points et sous-schémas de Xc rX seront dits « à l’infini ».

On observera que, dans cette définition, l’immersion j n’est pas supposée schématiquement
dense. Nous avons fait ce choix pour la commodité de la rédaction ; pour les applications où la
densité est requise, il suffit de faire appel au lemme suivant.

5.1.1 Lemme. Soit Z une k-variété munie d’une action d’un k-schéma en groupes G, et soit
Y ⊂ Z un sous-schéma stable par G. Alors l’adhérence schématique Y de Y dans Z est stable
par G.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

G×k Y

β
��

⊂ G×k Y

α

��
Y ⊂ X

où les flèches α et β sont déduites de l’action de G. Il s’agit de voir que α se factorise par Y . Or
α−1(Y ) est un sous-schéma fermé de G×k Y qui contient G×k Y , et G×k Y est schématiquement
dense dans G×k Y puisque l’immersion Y ↪→ Y est schématiquement dense et que G est plat sur
Spec(k). Donc α−1(Y ) = G×k Y , d’où la conclusion.

Le premier auteur a annoncé des résultats de compactification généraux pour les groupes
algébriques [Gab12] qui généralisent un résultat de Borel–Tits pour les groupes algébriques affines
sur un corps parfait [BoT65, théorème 8.2] ainsi que le cas d’un k-groupe commutatif [BLR90,
§ 10.2, théorème 7]. Nous nous intéressons ici à la variante suivante.

5.2 Théorème. Soient G un k-groupe algébrique et H = G\ le plus grand sous-groupe lisse de
G (cf. 2.4). Soit J un k-groupe algébrique lisse agissant sur G par automorphismes de groupe.
Alors X := G/H admet une compactification Go J-équivariante Xc munie d’un fibré en droites
ample G o J-linéarisé et satisfaisant X(E) = Xc(E) pour toute extension séparable E de k (ce
qui équivaut à dire que Xc(ks) = {x0,ks}, où x0 désigne la classe neutre de X(k)).

Si de plus G satisfait la condition (∗) de 2.4.3, on peut imposer en outre la condition que pour
toute extension séparable K de k, Xc

K n’admette aucune K-orbite à l’infini pour l’action de GK .

Suivant le § 2.4, l’action du k-groupe lisse J sur G normalise H si bien que l’on a une action
de G ok J sur G/H. Si G est affine et J = 1, alors l’énoncé ci-dessus est un cas particulier de
[Gab12, Theorem A]. Il se trouve que ce cas particulier est bien plus simple que le cas général, et
nous en donnons une démonstration ci-dessous.
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5.3 Démonstration du théorème 5.2 : dévissage
5.3.1 Définition. Soient k un corps, ks une clôture séparable de k, G un k-groupe algébrique, H
un sous-groupe algébrique de G. Soit J un k-groupe algébrique qui agit sur G par automorphismes
de groupes et qui normalise H. On note X le G-espace homogène G/H.

Une bonne Gok J-compactification de X est la donnée :

— d’une k-variété projective Xc, munie d’une action à gauche de Gok J ,

— d’un fibré en droites ample Gok J-linéarisé L sur Xc,

— d’une immersion ouverte Gok J-équivariante j : X ↪→ Xc,

tels que le groupeG(ks) opère transitivement surXc(ks) (ce qui implique notamment que Xc(ks)=
j(X(ks))).

Si de plus Xc n’admet aucune G-orbite à l’infini définie sur une extension séparable de k, on
dit que Xc est une très bonne compactification.

5.3.2 Remarques. (1) Dans l’énoncé du théorème 5.2, la condition sur Xc(ks) équivaut trivia-
lement à dire que l’action de G(ks) sur Xc(ks) est transitive. On peut donc reformuler 5.2
en disant que X admet une bonne compactification, et une très bonne compactification si G
vérifie (∗).

(2) Pour démontrer 5.2, nous allons donc procéder comme suit. Si le résultat est en défaut pour
(G,H) et J , il existe un plus petit sous-groupe G′ (normalisé par J) de G contenant H tel
qu’il soit encore en défaut pour (G′, H). Remplaçant G par G′, nous pouvons donc supposer
que pour tout sous-groupe H ′ de G normalisé par J tel que H ⊂ H ′  G, le H ′-espace
homogène H ′/H admet une bonne H ′ o J-compactification. La construction fondamentale
de la démonstration consiste alors à exhiber un tel sous-groupe H ′ tel que G/H ′ ait une
bonne G o J-compactification ; on conclut ensuite grâce à l’énoncé de dévissage 5.3.3 ci-
dessous, inspiré des constructions de [BLR90, § 10.2].

5.3.3 Proposition. Soient k un corps, G un k-groupe algébrique, H ⊂ H ′ des sous-groupes
algébriques de G. Soit J un k-groupe algébrique agissant sur G par automorphismes de groupe
en laissant stables H et H ′.

On suppose que G/H ′ admet une bonne (resp. très bonne) G o J-compactification et que
H ′/H admet une bonne (resp. très bonne) H ′ ok J-compactification. Alors G/H admet une
bonne (resp. très bonne) Gok J-compactification.

Démonstration. Posons X = G/H ′, Y = G/H, et considérons les morphismes canoniques (et
G ok J-équivariants) G → Y

q−→ X. Le composé G → X fait de G un H ′-torseur à droite
au-dessus de X.

Posons Z = H ′/H (qui s’identifie à q−1(x0) où x0 ∈ X(k) est la classe neutre). Il existe par
hypothèse une bonne H ′ ok J-compactification Z ↪→ Zc de Z, munie notamment d’un fibré en
droites ample H ′ ok J-linéarisé N .

On considère alors le produit contracté Y c := G
H′
∧ Zc → X. D’après le § 2.3, Y c est re-

présentable par un k-schéma projectif sur X ; de plus, M := G
H′
∧ N est un fibré en droites

Gok J-linéarisé sur Y c, ample relativement à X.
Par hypothèse, X admet une bonne G ok J-compactification Xc ; nous avons donc un dia-
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gramme commutatif de k-variétés munies d’actions à gauche de Gok J :

Y = G/H �
� i //

q
''

Y c = G
H′
∧ Zc

qc

��
X = G/H ′ �

� j // Xc

(1)

où tous les morphismes sont GokJ-équivariants, i et j étant des immersions ouvertes ; de plus Y c

(resp. Xc) est projectif sur X (resp. sur k) et est muni d’un faisceau inversible GoJ-linéarisé M
(resp. L), ample relativement à X (resp. k). On a alors le résultat de prolongement suivant.

5.3.3.1 Lemme. Considérons un diagramme P π−→ U
j
↪→ V de k-variétés munies d’actions d’un

k-groupe algébrique Γ, les morphismes étant Γ-équivariants. On suppose que :

— j est une immersion ouverte ;

— π est projectif et P admet un faisceau inversible Γ-linéarisé L , ample relativement à π.

Alors il existe un diagramme cartésien Γ-équivariant

P �
� //

π
��

P ′

π′

��
U �
� j // V

où π′ est projectif et où P ′ admet un faisceau inversible Γ-linéarisé, ample relativement à π′ et
prolongeant une puissance de L .

Démonstration. Quitte à remplacer L par une puissance convenable, on peut le supposer très
ample relativement à π, de sorte que l’on a une U -immersion fermée canonique P ↪→ P(E )
où E = π∗L ; de plus, comme L est Γ-linéarisé, l’action de Γ sur P est induite par une Γ-
linéarisation de E sur U . D’après un lemme de prolongement de Thomason [Tho83, 2.2], il existe
un OV -module cohérent Γ-linéarisé E ′ prolongeant E . Il suffit de prendre pour P ′ l’adhérence
schématique de P dans P(E ′), qui est stable sous Γ d’après 5.1.1.

Si l’on applique le lemme 5.3.3.1 au diagramme Y c → X → Xc, avec les actions de Γ = GokJ ,
on voit que le diagramme (1) se complète en

Y �
� i //

q   

Y c

�qc

��

� � ic // Y cc

qcc

��
X �
� j // Xc

dans lequel le carré est cartésien, qcc est projectif et Y cc est muni d’un faisceau qcc-ample Gok J-
linéarisé M c, prolongeant une puissance de M . Dans ces conditions, pour m ∈ N assez grand,
le faisceau inversible (évidemment Gok J-linéarisé) M c ⊗ (qcc)∗L⊗m est ample sur Y cc [EGAII,
(4.6.13)(ii)].

Il reste à montrer queG(ks) opère transitivement sur Y cc(ks). Soit donc y ∈ Y cc(ks) : montrons
que y ∈ G(ks).y0,ks où y0 est la classe neutre de Y . L’image de y dans Xc appartient à Xc(ks)
donc à l’orbite sous G(ks) de l’origine x0,ks de X(ks), puisque Xc est une bonne compactification.
On peut donc, en faisant opérer G(ks), supposer que qcc(y) = x0,ks . Or (qc)−1(x0) s’identifie à Zc,
et l’hypothèse de bonne compactification pour Z entraîne que H ′(ks) opère transitivement sur
Zc(ks), de sorte que y est bien dans l’orbite de y0,ks .
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On suppose maintenant que Xc (resp. Zc) est une très bonne compactification de G/H ′

(resp. H ′/H). Soit E/k une extension séparable et W ⊂ Y cc ×k E un sous-espace localement
fermé qui soit une G-orbite. On veut montrer que W ⊂ Y ×k E. Sans perte de généralité, il est
loisible de supposer que E = k. La projection de W par qcc est une G-orbite de Xc, donc est un
sous-espace de X selon notre hypothèse. Par suite W est un sous-espace de Y c. Par homogénéité,
l’applicationW → X est surjective. On note x0 le point privilégié deX = G/H. Alors la fibreWx0

est un sous-espace localement fermé de Zc, qui est une H ′-orbite. Notre hypothèse implique que
Wx0 ⊂ Z ⊂ Y . Par homogénéité, on conclut que W ⊂ Y .

5.4 Démonstration du théorème 5.2 : construction et fin
Posons Gaf = Spec Γ(G,OG) : alors d’après [SGA3, VIB, théorème 12.2], le morphisme naturel

G → Gaf induit un isomorphisme G/N ∼= Gaf , où N ⊂ G est distingué et lisse, et en particulier
contenu dans H. On peut donc remplacer G par Gaf et supposer que G est affine (en gardant
bien sûr l’action de J).

On note k′ le corps de définition du k-groupe lisse (G×k k)red ; c’est une extension finie
radicielle de k dont on note d le degré. On dispose d’une immersion fermée Gok J-équivariante
j : G→

∏
k′/kGk′ [CGP10, A.5.7] ; on identifiera G et j(G). On pose

H̃ = G ∩
∏
k′/k

Gk′,red ⊂
∏
k′/k

Gk′ :

ce k-groupe contient H et satisfait H(ks) = H̃(ks). On observe que l’action de J respecte H̃. En
effet, le morphisme d’action Jk′ ×k′ Gk′ → Gk′ donne lieu à un k-morphisme(

Jk′ ×k′ Gk′,red

)
red

∼−→
(
Jk′ ×k′ Gk′

)
red
→ Gk′,red .

Comme Jk′ est géométriquement réduit, Jk′ ×k′ Gk′,red est réduit [GW10, 5.49.ii], d’où un mor-
phisme Jk′ ×k′ Gk′,red → Gk′,red. Ainsi Jk′ normalise Gk′,red et J normalise

∏
k′/kGk′,red et H̃.

5.4.1 Lemme. H̃ = G si et seulement si G est lisse.

Démonstration. Si G est lisse, alors k = k′ et

H̃ = G =
∏
k′/k

Gk′ =
∏
k′/k

Gk′,red .

Réciproquement, on suppose que H̃ = G, c’est-à-dire que j(G) ⊂
∏
k′/kGk′,red. On a donc un

diagramme commutatif ∏
k′/kGk′,red
_�

��
G

::

� � //
∏
k′/kGk′ .

Effectuant le changement de base k′/k, on obtient un diagramme commutatif(∏
k′/kGk′,red

)
k′_�

��

q1 // Gk′,red
_�

��
Gk′

99

� � //
(∏

k′/kGk′
)
k′

q // Gk′
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où q et q1 sont les morphismes d’adjonction [CGP10, A.5.7]. Or, la composée des flèches inférieures
est l’identité de Gk′ : on conclut que IdGk′ se factorise par l’inclusion de Gk′,red dans Gk′ , ce qui
signifie que Gk′,red = Gk′ , donc que G est lisse.

Le k′-schéma Q′ := Gk′/Gk′,red est le spectre d’une k′-algèbre locale artinienne A′ de corps
résiduel k′ ; on note s : Spec (k′) ↪→ Q′ son point fermé. Nous allons appliquer à cette situation
les constructions du § 2.5, dont nous reprenons les notations : ainsi, V désigne le k-schéma sous-
jacent à Q′, W =

∏
k′/kQ

′ la restriction de Weil de Q′ sur k, et V [d] = HilbdV/k le schéma de
Hilbert des sous-schémas finis de longueur d de V . Noter qu’ici V est fini, de sorte que V [d] est
projectif sur k et admet un fibré en droites ample G ok J-linéarisé (lemme 2.5.5), et que W est
affine comme restriction de Weil d’un k′-schéma affine.

On a de plus une action naturelle de GokJ sur V compatible au morphisme σ : V → Spec(k′)
définissant le k′-schéma Q′.

Selon le § 2.5, on dispose d’un k-morphisme qui est une immersion ouverte GokJ-équivariante

u : W → V [d].

En particulier, le point s ∈W (k) = Q′(k′) a pour image dans V [d](k) le sous-schéma fermé réduit
{s} de V , qui est bien de degré d sur k. Par abus, on notera encore s le point correspondant de
W (ks).

Observons que V [d](ks) = W (ks) = {s} : ceci résulte du fait que V ⊗k ks est local de corps
résiduel k′ ⊗k ks, extension de degré d de ks.

Le groupe G agit sur le couple (V [d],W ), et le stabilisateur de l’unique k-point s de V [d](k)
est H̃. Ceci produit un morphisme d’orbite i : G/H̃ → W qui est une immersion (2.1.2). Utili-
sons la même notation X pour le quotient G/H̃ et pour son image par le composé i : G/H̃ →
W → V [d], et notons Xc l’adhérence schématique de X dans V [d]. Alors Xc est une compacti-
fication G oj J-équivariante de X, et c’est même une bonne G ok J-compactification puisque
Xc(ks) = X(ks) = {s}. Enfin le lemme 5.4.1 nous dit que H̃  G, sauf dans le cas trivial où G
est lisse. Comme expliqué dans la remarque 5.3.2 (2), ceci suffit à conclure compte tenu de la
proposition 5.3.3.

Nous allons raffiner l’argument dans le cas où le groupe G satisfait la condition (∗) afin de
montrer que la compactification construite est très bonne. Tout d’abord, le k-groupe H̃ satisfait
lui aussi l’hypothèse (∗) puisqu’il contient G\ (lemme 2.4.5 (2)) et la récurrence fonctionne bien en
appliquant le raffinement de la proposition 5.3.3. L’unique chose à vérifier est que Xc n’a aucune
G-orbite à l’infini définie sur une extension séparable de k. Soient donc E une extension séparable
de k et I ⊂ (Xc)E une GE-orbite. Alors k′⊗k E est un corps, donc le théorème 2.5.4 indique que
I ⊂WE . Pour conclure, il suffit donc de montrer que X = Xc ∩W , c’est-à-dire que X est fermé
dans W . Comme W est affine, cette assertion résulte (compte tenu de l’hypothèse (*)) du lemme
2.4.7, ce qui achève la démonstration.

6. Démonstration du théorème 1.2

On suppose désormais que K est un corps valué admissible, et l’on se donne G et f : X → Y
comme dans 1.2, dont nous allons achever la preuve. Les cas particuliers où G est lisse (3.4.1)
et où K est parfait (4.3.1) ont déjà été traités. Il reste à montrer les assertions (1)(a) et (1)(c)
(I ⊂ Ytop est localement fermé, et est fermé sous la condition (∗)), (2) (ftop est ouverte sur I),
et (3) (Xtop → I est un Gtop-fibré principal si Y est localement séparé). On fixe une clôture
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séparable de K, notée Ks.
NotonsH = G\ le plus grand sous-groupe lisse deG (2.4). Suivant le théorème 5.2,G/H admet

une compactification G-équivariante (G/H)c, ayant l’origine comme unique point séparable. Sous
la condition (*), nous supposerons en outre que (G/H)c est une très bonne compactification.

Considérons le produit contracté Zc := X
G
∧(G/H)c : c’est une compactification relative à Y

(c’est-à-dire propre sur Y ) de Z := X
G
∧(G/H) ; ce dernier n’est autre que le quotient X/H.

Posons Z∞ := Zc r Z (avec sa structure réduite, par exemple). On a un diagramme commutatif

X

f

((

π // Z

h

!!

� � j // Zc

hc

��

oo i ? _ Z∞

h∞

||
Y

dans lequel π est un torseur sous le groupe lisse H, j est une immersion ouverte, i est l’immersion
fermée complémentaire, hc et h∞ sont propres.

6.1 Lemme. L’application htop : Z(K) → Y (K) est injective, et les images de htop et de h∞top

sont disjointes. Si de plus (G/H)c est une très bonne compactification (et notamment si G vérifie
(*), d’après nos conventions), alors on a Zc(K) = Z(K), de sorte que Im(htop) = Im(hctop).

Démonstration. L’injectivité résulte du corollaire 2.4.2. Notons L l’image de htop. Pour y ∈ L,
considérons les fibres Zy ⊂ Zcy de h et hc en y de sorte que Zy(K) a un seul élément z, qui est
même le seul point séparable de Zy. Puisque π est lisse et surjectif, π−1(z)(Ks) 6= ∅, et donc le
G-torseur Xy devient trivial sur Ks, de sorte que (Zcy)Ks

est isomorphe à (G/H)cKs
et a donc, lui

aussi, un seul point séparable ; autrement dit, Z∞y (Ks) = ∅. Ceci montre que L ∩ Im(h∞top) = ∅.
Supposons que (G/H)c soit une très bonne compactification. Soit z ∈ Zc(K) et montrons

que z ∈ Z(K). Posons y = hc(z) ∈ Y (K). Alors Zcy s’identifie à Xy
G
∧(G/H)c qui est muni d’une

action à gauche du K-groupe algébrique G′ = AutG(Xy) (2.3.2). Considèrons la K-orbite T de
z dans Zcy sous G′ (remarque 2.1.4.(i)). Celle-ci correspond canoniquement, d’après 2.3.2, à une
K-orbite T0 de (G/H)c sous l’action de G. Vu notre hypothèse, on a T0 ⊂ G/H, et donc T ⊂ Zy
et z ∈ Z(K).

Ceci implique déjà que
L = Im(hctop)r Im(h∞top)

et, puisque hc et h∞ sont propres, les deux images au membre de droite sont fermées dans Ytop

(corollaire 4.2.4), de sorte que L est localement fermé. Sous l’hypothèse (*), on a même L =
Im(hctop) qui est fermé.

En outre, l’assertion (2) du corollaire 4.2.5 entraîne que htop est un homéomorphisme sur son
image (c’est en effet la restriction de hctop au-dessus de L, qui est contenu dans l’ensemble noté Z1

dans loc. cit.).
En résumé, ftop se décompose comme suit :

Xtop
πtop−−→ U ↪→ Ztop

∼−→L ↪→ Ytop

où l’on a posé U = Im(πtop) ⊂ Ztop et où :

— la première flèche Xtop → U est surjective et ouverte, et est une Gtop-fibration principale si
Y , et donc Z, est localement séparé ;
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— U ↪→ Ztop est un plongement ouvert et fermé ;
— Ztop

∼−→L est un homéomorphisme ;
— L ↪→ Ytop est un plongement localement fermé, et fermé sous l’hypothèse (*) ;

(bien entendu, les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.4.1 puisque π est un
torseur sous le groupe lisse H, et que Htop = Gtop). Ceci achève la démonstration du théorème.

7. Exemples et compléments

7.1 Un exemple d’orbite topologique non fermée
Soit K un corps topologique (séparé et non discret), de caractéristique p > 0 et non parfait ;

nous allons donner un exemple d’un K-groupe algébrique G et d’un sous-groupe H tels que
l’image de G(K) dans (G/H)(K) ne soit pas fermée.

On notera σ : K → K l’endomorphisme de Frobenius, et K0 ⊂ K son image (que l’on munira
de sa topologie de sous-espace de K). On considère l’action du K-groupe G := GaoGm (produit
semi-direct pour l’action standard de Gm sur Ga) sur la droite affine A1

K donnée par

(x, y).z = xp + ypz (x ∈ Ga, y ∈ Gm , z ∈ A1).

Ainsi A1
K est un K-espace homogène à gauche sous G et le stabilisateur de 0 est le K-sous-groupe

fermé αp oK Gm.
Fixons z ∈ K rK0 et considérons l’application d’orbite ωz : g 7→ g.z de G(K) dans K. Elle

est injective et son image est G(K).z = K0 +K×0 z ⊂ K, qui ne contient pas 0 ; mais puisque K×

est dense dans K (K est non discret), l’adhérence de G(K).z contient 0, donc G(K).z n’est pas
fermée.

Le stabilisateur Gz du point z satisfait Gz(Ks) = 1 et donc G\z = 1. Par ailleurs, vu que G
agit transitivement sur A1

K , Gz contient un k-tore de rang un. Ainsi le groupe Gz ne satisfait pas
la condition (∗) ce qui est cohérent avec le fait que le Gz-torseur G → G/Gz ne satisfait pas le
théorème 1.2 (1)(c).

7.1.1 Remarques. Le lecteur pourra vérifier les compléments suivants :
(1) (a) G(K).z est localement fermée dans K si et seulement si K0 et Ez := K0 + K0z sont

fermés dans K ;
(b) pour que ωz soit stricte (donc un homéomorphisme sur son image), il faut et il suffit que

σ soit un homéomorphisme sur K0 (ce qui est toujours le cas si K est un corps valué)
et que Ez soit topologiquement libre (comme K0-espace vectoriel).

(2) L’orbite de 0 sous G(K) est K0 ; en particulier elle est localement fermée si et seulement
si K0 est localement fermé (donc fermé) dans K.
L’application d’orbite correspondante g 7→ g.0 est stricte si et seulement si σ est un homéo-
morphisme sur K0 ; dans ce cas, G(K)→ K0 a une section continue donnée par t 7→ (t1/p, 1)
donc est un torseur trivial sous K×top.

7.2 Contre-exemples sur un corps valué hensélien non admissible
Soit A un anneau de valuation discrète hensélien, de caractéristique p > 0, et soit v ∈ Â tel

que v /∈ A et vp ∈ A ; des exemples d’une telle situation ont été construits par Nagata [Nag62,
A1, (E2.1)] et par F. K. Schmidt (voir [Kuh, 11.40] ou [BLR90, § 3.6, Example 11]). On note K
le corps des fractions de A, muni de la topologie de la valuation.
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7.2.1 Une orbite non localement fermée. Considérons le morphisme de Frobenius Φ :
A1
K → A1

K : l’image K0 de Φtop n’est pas fermée puisque vp est adhérent à K0, mais n’est pas
dans K0. Puisque c’est un sous-groupe de K, elle n’est pas non plus localement fermée.

Comme Φ est fini, ceci montre aussi que l’on ne peut pas supprimer l’hypothèse admissible
dans 4.2.6.

7.2.2 Une application d’orbite non stricte. Reprenons maintenant l’exemple de 7.1 avec
ce même corps K et en prenant z = vp. L’application d’orbite (injective) ωz est

ωz : K ×K× −→ K
(x, y) 7−→ xp + yp z

qui n’est pas un homéomorphisme sur son image K0 + K×0 z : en effet, soit (tn)n∈N une suite
d’éléments de K× tels que limn→+∞ t

p
n = z. Alors la suite (0, 1/tn) ne converge pas dans K×K×,

mais son image par ωz est la suite (z/tpn) qui converge vers 1 = ωz(0, 1).

7.3 Espaces non localement séparés.
Soit F un corps topologiquement hensélien non discret de caractéristique différente de 2.

Considérons le morphisme
r : R := A1

F qGm,F → A2
F

dont la restriction à A1
F (resp. à Gm,F ) est le morphisme diagonal (resp. le morphisme x 7→

(x,−x)). AlorsR est une relation d’équivalence étale sur A1
F ; considérons le faisceau étale quotient

π : A1
F =: L→ X = L/R

qui est un F -espace. Le morphisme r coïncide avec le monomorphisme naturel L×XL→ L×FL, de
sorte que rtop n’est pas un plongement topologique (son image est la réunion des deux diagonales
de F 2). On en déduit par 3.2.7 (1) que la bijection (L ×X L)top → Ltop ×Xtop Ltop n’est pas un
homéomorphisme.

Notons l0 ∈ L(F ) l’origine de L. La projection πtop n’est pas un homéomorphisme local en l0
puisqu’elle n’est pas localement injective (tout voisinage de l0 contient un point l 6= l0 et son
opposé).

7.3.1 Description de Xtop. Le morphisme f : x 7→ x2 de A1
F dans A1

F se factorise par π,
donnant naissance à un diagramme commutatif

L
π //

f

44X
q //M := A1

F

dans lequel π est étale et surjectif et q induit un isomorphisme au-dessus de Gm,F . Notons
l0 ∈ L(F ) l’origine de L et x0 et m0 ses images dans X et dans M , et L∗ (resp. X∗, M∗) les
ouverts de L (resp. X, M) complémentaires de ces points.

Il est clair que Xtop est réunion de l’ouvert X∗top (qui s’identifie à M∗top
∼= F× par qtop) et de

l’image I de πtop. Comme πtop est ouverte (3.2.8), I est aussi un ouvert de Xtop, et q induit une
bijection de I sur l’ensemble Q des carrés de F . Cette bijection est même un homéomorphisme
(remarquer que ftop est ouverte sur son image) de sorte que Xtop peut se décrire comme la somme
topologique Xtop = QqQ×F×, où Q× ⊂ F× est l’ensemble des carrés non nuls. Vu les hypothèses
faites sur F , Q× est ouvert et fermé dans F×, qui est donc somme disjointe de Q× et de F rQ :
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en conclusion,

Xtop = Qq (F rQ).

7.3.1.1 Remarque. Le morphisme q : X → M est un exemple de « bug-eyed cover » au sens de
[Kol92, § 4].

L’espace X apparaît aussi dans [Sch02] comme exemple d’un espace algébrique admettant
un Gm-torseur non localement trivial pour la topologie de Zariski ; ce dernier s’obtient, par le
changement de groupe µ2 ↪→ Gm,F , à partir du µ2-torseur que nous allons décrire plus bas (7.3.4).

7.3.2 Le cas où F = R. Dans ce cas, la description ci-dessus montre que Xtop s’identifie (via
q : Xtop → R) à la somme disjointe des intervalles R<0 et R>0. L’application πtop s’identifie à
l’application t 7→ t2 de R dans R>0 ; ici, elle admet en tout point de Ltop des sections locales
continues.

7.3.3 Le cas où F = C. Alors qtop : Xtop → C est un homéomorphisme, et πtop n’admet pas
de sections locales continues au voisinage de x0.

On remarquera que l’injection naturelle X(R)top ↪→ X(C)top n’est pas un plongement topo-
logique.

7.3.4 Un µ2-torseur sur X. Nous allons construire un µ2-torseur α : X̃ → X tel que l’ap-
plication induite X̃top → Im(αtop) ne soit pas un {±1}-fibré principal. Considérons deux exem-
plaires L1 et L2 de L (avec origines l1 et l2) et recollons-les en identifiant les ouverts L∗1 et L∗2 de
la manière évidente. On obtient une F -variété non séparée X̃, qui est la « droite à point dédou-
blé » bien connue. Il existe une unique involution σ de X̃ qui induit sur X̃∗ ∼= Gm l’application
x 7→ −x, et qui échange les images de l1 et l2. On en déduit une action libre de µ2 sur X̃, et il
est facile de vérifier que l’application évidente α : X̃ → X héritée des projections Li ∼= L

π−→ X
(i = 1, 2) identifie X au quotient de X̃ par cette action et fait de X̃ un µ2-torseur sur X. L’image
I de αtop est celle de πtop, et X̃top n’est pas un {±1}-fibré principal sur I car I est séparé et X̃top

ne l’est pas.
Si F = R, I s’identifie à R>0 et X̃top à la réunion de deux exemplaires L1,top et L2,top de R,

identifiés le long de R× ; l’application πtop envoie Li,top (i = 1, 2) sur I par l’application t 7→ t2.
On voit donc que πtop a quatre sections continues si,ε (i = 1, 2 ; ε = ±1), où si,ε envoie le point
d’abscisse u de I sur le point d’abscisse ε

√
u de Li,top.

Si F = C, πtop n’a pas de section continue.

7.3.4.1 Remarque. Le Gm-torseur de Schröer [Sch02], déjà mentionné en 7.3.1.1, s’obtient comme
quotient de L×F Gm,F par la relation d’équivalence qui identifie (x, λ) ∈ L∗×F Gm,F à (−x,−λ).
Il donne un autre exemple où la conclusion de 1.2 (3) est en défaut ; cette fois le groupe G est
lisse et connexe.

7.3.5 Encore un torseur sur X. Pour le lecteur qui jugerait artificiels les exemples précé-
dents, nous allons débusquer le même espace X « dans la nature », comme quotient d’une honnête
variété (quasi-affine) par une action de groupe. Soit U ⊂ A2

F = SpecF [x, y] l’ouvert complémen-
taire de l’origine. Soit T le tore maximal de SL2,F formé des matrices

(
λ 0
0 λ−1

)
(λ 6= 0), et soit

G = T ∪ρT où ρ =
(

0 −1
1 0

)
. En d’autres termes, G est le sous-groupe de SL2,F stabilisant la paire

{h,−h} où h est la forme quadratique (x, y) 7→ xy, et T = G◦ = SO(h).
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Il est immédiat que G opère librement sur U , mais qu’il a deux types d’orbites :

— les réunions de deux hyperboles « opposées », d’équation de la forme (xy − a)(xy + a) = 0
(avec a 6= 0) ;

— la réunion des deux axes, privée de l’origine.

Considérons d’abord le quotient de U par T . Soient U1 et U2 les ouverts de U complémentaires des
deux axes : alors la fonction xy induit un isomorphisme de T\U1 (resp. T\U2) sur un exemplaire L1

(resp. L2) de la droite affine, et il est facile d’en déduire un isomorphisme T\U ∼→ X̃, où X̃ est
défini en 7.3.4. Noter que U → X̃ est localement trivial pour la topologie de Zariski et qu’en
particulier l’application induite Utop → X̃top est un Ttop-fibré principal.

La matrice ρ induit sur X̃ l’involution σ de 7.3.4 : elle transforme l’hyperbole xy = a en
xy = −a, et elle échange les deux axes. Par suite le quotient G\U n’est autre que X, et U est
un G-torseur sur X. Ici encore, Utop n’est pas un Gtop-fibré principal sur son image, puisqu’il se
factorise par X̃top → I qui n’en est pas un, et que Utop → X̃top est surjectif.

7.4 Cas d’un schéma en groupes non constant
Soient K et Y comme dans le théorème 1.2. Il est naturel de se demander ce que l’on peut

dire de ftop : Xtop → Ytop lorsque f : X → Y est un torseur sous un Y -espace en groupes G, non
nécessairement « constant » sur Y (par abus, nous appellerons constant un groupe Y ×K G où G
est un K-groupe).

Un cas particulier important est celui d’un groupe G localement constant (au sens étale ou
fppf). Même dans ce cas, la stratégie de démonstration utilisée pour 1.2 se heurte immédiatement
à l’absence d’un analogue du sous-groupe G\.

Dans la suite, nous supposerons en général que la base Y est localement séparée ; ceci assure
que Gtop → Ytop est un « groupe topologique relatif » opérant sur Xtop (3.2.7 (iv)).

7.4.1 Proposition. Soient F un corps topologiquement hensélien, Y un F -espace localement
séparé, G un Y -espace algébrique en groupes lisse de type fini et quasi-séparé, f : X → Y un
G-torseur. Alors ftop admet des sections locales en tout point de Xtop ; en particulier elle est
ouverte et l’application induite Xtop → Imftop est une Gtop-fibration principale.

Démonstration. Le morphisme f est lisse et Y est localement séparé donc ftop admet des sections
locales (3.2.8 (3)). (L’hypothèse de quasi-séparation est là pour assurer que G est un F -espace au
sens du présent article).

7.4.2 Remarque. Dans la situation de 7.4.1, l’image de ftop n’est pas nécessairement fermée,
comme le montre l’exemple suivant. Supposant F de caractéristique différente de 2, prenons
pour Y la droite affine SpecF [t]. Considérons la OY -algèbre A := OY [Z]/(Z2− t2), qui est libre
de rang 2. Soit G le groupe des unités de norme 1 de A : on peut le voir comme le sous-groupe de
GL2,OY

formé des matrices de la formeM(x, y) =
(
x t2y
y x

)
et de déterminant 1. C’est un Y -groupe

affine, lisse et commutatif dont la restriction à U := SpecF [t, t−1] est isomorphe à Gm,U (par
M(x, y) 7→ x+ty) et dont la fibre à l’origine est isomorphe à µ2,F ×Ga,F (parM(x, y) 7→ (x, xy)).

Soit d ∈ F× r F×2. Alors les matrices M(x, y) de déterminant d forment un G-torseur
X → Y . Il est trivial sur U comme tout Gm-torseur ; une section explicite est donnée par
M ((1 + d)/2, (1− d)/2t). Sa fibre à l’origine est isomorphe à SpecF

(√
d
)
× A1

F donc n’a pas
de point rationnel. Ainsi l’image de ftop : X → F est F×.
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7.4.3 Lemme. Soient k un corps, Y un F -espace, G un Y -espace algébrique en groupes quasi-
séparé de type fini. On suppose que G est localement isomorphe pour la topologie étale à un
Y -groupe constant G×k Y ; il correspond donc à une classe α ∈ H1(Y,AutG).

On suppose en outre qu’il existe un k-schéma en groupes lisse Γ et un k-morphisme ϕ : Γ→
AutG tels que α soit l’image d’une classe γ ∈ H1(Y,Γ) par H1(Y, ϕ) : H1(Y,Γ)→ H1(Y,AutG).

Alors, pour tout y ∈ Y (k), il existe un voisinage étale pointé (Y ′, y′) de y tel que le Y ′-groupe
G×Y Y ′ soit constant (et donc isomorphe à Y ′ ×k Gy où Gy est la fibre de G en y).

Démonstration. La classe γ correspond à un Γ-torseur T → Y . Soit T1 → Y le Γ-torseur Y ×k Ty
où Ty est la fibre de T en y. Alors U := IsomΓ(T, T1) est un torseur sous AutΓ(T ) qui est une
forme de Γ et donc un Y -espace en groupes lisse. Donc U est un Y -espace algébrique lisse sur Y .
Comme il a un point rationnel au-dessus de y, il admet donc une section sur un voisinage étale
pointé (Y ′, y′) de y. Donc T devient constant sur Y ′, c’est-à-dire que γY ′ provient d’une classe
dans H1(k,Γ), d’où il suit que αY ′ provient d’une classe de H1(k,AutG), d’où la conclusion.

7.4.4 Corollaire. Sous les hypothèses du lemme 7.4.3, on suppose en outre que Y est locale-
ment séparé, que k est un corps topologiquement hensélien, et que :
— ou bien G est lisse sur Y (ou encore que G est un k-groupe lisse, ce qui revient au même si

Y 6= ∅) ;
— ou bien k est un corps valué admissible.

Soit f : X → Y un G-torseur. Alors Im (ftop) ⊂ Ytop est localement fermée, et l’application
induite Xtop → Im (ftop) est une Gtop-fibration principale.

De plus Im (ftop) est ouverte et fermée si G est lisse, et est fermée si G vérifie (*).

Démonstration. La question étant locale sur Ytop, le lemme 7.4.3 ramène la situation au cas
d’un Y -groupe constant (l’hypothèse sur Y assure qu’avec les notations du lemme, Y ′top → Ytop

est un homéomorphisme local). On applique alors le théorème 1.2 dans le cas admissible, et la
proposition 3.4.1 dans le cas lisse.

7.4.5 Remarques. La condition du lemme 7.4.3 sur l’existence de ϕ : Γ→ AutG est très restrictive.
Elle est trivialement vérifiée si AutG est représentable et lisse, notamment lorsque G est réductif
[SGA3, XXIV, théorème 1.3] ; noter que dans ce cas AutG n’est pas toujours de type fini.

Un autre cas utile est celui des « Y -formes fortement intérieures » (voir par exemple [CF14,
2.2.4.9] ; certains auteurs les appellent « formes intérieures pures ») d’un k-groupe algébrique G :
partant d’un G-torseur (à droite) X1 → Y , on considère le Y -groupe G := AutG(X1). Sa classe
dans H1(Y,AutG) est l’image de la classe de X1 par

H1(int) : H1(Y,G)→ H1(Y,AutG) ,

où int : G → AutG est le morphisme de conjugaison. Ce dernier passe au quotient par le
centre Z(G) de G, de sorte que le lemme 7.4.3 et le corollaire 7.4.4 s’appliquent à G chaque fois
que G/Z(G) est lisse. Comme tout G-torseur à droite est de la forme IsomG(X1, X2) où X2 est
un autre G-torseur sur Y , on obtient la proposition 7.4.6 qui suit.

7.4.6 Proposition. Soient (K, v) un corps valué admissible et Y unK-espace localement séparé.
Soit G un K-groupe algébrique. On suppose que G/Z(G) est lisse.

Soient X1 → Y et X2 → Y des G-torseurs. On note Gi := AutG(Xi) → Y le tordu intérieur
de G par le torseur Xi (i = 1, 2). On considère le (G1,G2)-bitorseur f : T → Y défini par

T := IsomG(X1, X2) .
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On désigne par I l’image de ftop : Ttop → Ytop.

(1) I est localement fermé dans Ytop, et est fermé si G vérifie (*).

(2) Pour tout y ∈ I, il existe un voisinage ouvert Uy de y dans I de sorte que l’application
f−1

top(Uy)→ Uy soit munie d’une structure de (Gy)top-fibré principal, où Gy = G2 ×Y y.

7.4.6.1 Remarque. Les deux assertions de 7.4.6 sont en défaut si l’on omet l’hypothèse queG/Z(G)
est lisse. On peut en effet construire un exemple (dérivé de 7.1), avec G = αp oK Gm, où I n’est
pas localement fermé, et où ftop n’est pas stricte.

Remerciements

Nous tenons à remercier Brian Conrad et Bertrand Lemaire pour leurs suggestions bienvenues,
et le rapporteur pour sa lecture attentive du manuscrit et ses nombreuses remarques.

References

Art69 M. Artin, Algebraization of formal moduli: I, in Global Analysis (Papers in honor of K. Kodaira),
University of Tokyo Press, Tokyo, 1969.

Art74 M. Artin, Versal Deformations and Algebraic Stacks, Invent. Math. 27 (1974), 165–189.
BaT13 D. P. Bac and N. Q. Thang, On the topology of relative and geometric orbits for actions of

algebraic groups over complete fields, J. of Algebra 390 (2013), 181–198. http://dx.doi.org/
10.1016/j.jalgebra.2013.04.040

Ber09 J. Bertin, The punctual Hilbert scheme, an introduction, available at https://cel.
archives-ouvertes.fr/cel-00437713

BLR90 S. Bosch, W. Lütkebohmert and M. Raynaud, Néron models, Ergebnisse der Mathematik und
ihrer Grenzgebiete 21, Springer-Verlag, Berlin, 1990.

BoT65 A. Borel and J. Tits, Groupes réductifs, Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci. 27 (1965), 55–150.
Bou71 N. Bourbaki, Topologie générale, chapitres 1 à 4, Hermann, Paris, 1971.
Bou75 N. Bourbaki, Algèbre commutative, chapitres 5 à 7, Springer-Verlag, Berlin, 1975
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